МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ ХАРКІВСЬКИЙ НАЦІОНАЛЬНИЙ ЕКОНОМІЧНИЙ УНІВЕРСИТЕТ ІМЕНІ СЕМЕНА КУЗНЕЦЯ
Кафедра вищої математики та економіко-математичних методів
Матеріали лекцій

 з навчальної дисципліни «ПРИКЛАДНА МАТЕМАТИКА»
Харків, 2019 р.
Дослідження та розв'язок систем 
m лінійних рівнянь з n невідомими
3.1 Дослідження систем m лінійних рівнянь з n невідомими. Теорема Кронекера-Капеллі.

3.2 Загальний та частковий розв’язки системи. Базисні та опорні розв’язки. 

3.3 Розв’язок системи методом Гаусса та Жордана –Гаусса.

3.4 Використання метода Жордана-Гаусса для знаходження оберненої матриці.

3.5 Однорідні системи рівнянь. Загальний розв’язок.
3.1. Дослідження систем m лінійних рівнянь 
з n невідомими. Теорема Кронекера-Капеллі
Розглянемо систему m лінійних рівнянь з n невідомими
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– матриця системи,
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 стовпці невідомих та вільних членів відповідно. Зазначимо, що систему рівнянь можна записати у матричному вигляді: 
[image: image13.wmf]×=

AXB

. Матрицю 
[image: image14.wmf]A

, доповнену  вільним стовпцем 
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, будемо називати розширеною матрицею системи. Набір чисел 
[image: image16.wmf]j

x

– є розв’язок системи, якщо при  підстановці його у систему будемо одержувати тотожності.

Система рівнянь, що має хоча б один розв’язок,  називається сумісною, у протилежному випадку система  несумісна. Якщо система має тільки один  розв’язок, вона – означена, а якщо система має безліч розв’язків, то – неозначена. Дослідити систему – це розв’язати питання про її сумісність та означеність.

Для дослідження системи використовується теорема Кронекера-Капеллі: система лінійних рівнянь сумісна тоді і тільки тоді, якщо ранг матриці системи 
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 дорівнює рангу розширеної матриці системи 
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При цьому, якщо :
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 система має тільки один розв’язок,
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 система має безліч розв’язків,
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 система несумісна.

(без доведення)
3.2. Загальний  та частинні розв’язки системи. 
Базисні та опорні розв’язки
Особливо важливим випадком при дослідженні системи є випадок, коли 
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, тобто система має безліч  розв’язків. Нехай коефіцієнти матриці при перших r невідомих утворюють відмінний від нуля визначник. Ці невідомі залишаємо ліворуч, а невідомі  
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 перенесемо праворуч. Тоді невідомі 
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 будемо називати базисними, інші невідомі – вільними. Базисні невідомі будь-яким методом знайдемо через вільні. Тоді
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Одержані формули називають загальним розв’язком системи. Надаючи вільним невідомим довільні значення, будемо одержувати частинні розв’язки системи. Частинні розв’язки при нульових значеннях вільних невідомих – це базисні розв’язки. Якщо у базисних розв’язках усі змінні набувають невід’ємних  значень, то такі розв’язки називають опорними.
3.3. Розв'язання системи методом Гаусса 
та Жордана – Гаусса

Серед відомих методів розв’язку систем лінійних рівнянь слід відзначити метод виключення Гаусса та його модифікації, зокрема метод повного виключення Жордана – Гаусса.

Суть методу Гаусса полягає в тому, що за допомогою елементарних перетворювань (перестановка рівнянь, множення рівняння на число, що ( 0, додавання рівнянь системи) від початкової системи переходимо до системи з трикутною або трапецієвидною матрицею.

Нехай у системі рівнянь 
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. Поділимо обидві частини першого рівняння на 
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. Далі домножимо перше рівняння послідовно на 
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 та додамо до усіх наступних рівнянь. Одержимо систему, еквівалентну початковій.
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За  допомогою аналогічних операцій зведемо систему до трикутного або трапецієвидного виду. Якщо внаслідок перетворень система рівнянь має трикутну матрицю, то вона має єдиний розв’язок. У випадку трапецієвидної матриці – система сумісна, але неозначена (рівняння виду 
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 відкинемо). Якщо при виключенні невідомих одержано суперечне рівняння 
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, система несумісна. Слід відзначити, що дослідження системи проводиться паралельно з виключенням невідомих.

Приклад. Провести дослідження та знайти розв’язок у випадку сумісності системи рівнянь.
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Запишемо розширену матрицю системи та приведемо її до трикутного або трапецієвидного вигляду:
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Таким  чином, 
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. Система рівнянь сумісна та має безлічрозв’язків. У цьому випадку розв’язати систему – це знайти її загальний розв’язок. Внаслідок перетворень одержимо систему рівнянь
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Нехай базисними невідомими будуть 
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 вільні. Знайдемо 
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Підставляючи 
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 у перше рівняння системи, визначимо
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Таким чином, загальний розв’язок системи буде
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Якщо вільні невідомі припустити рівними нулю 
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, знайдемо 
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, тобто 
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 базисний розв’язок. Цей базисний розв’язок буде опорним, тому що всі змінні у ньому невід’ємні. 

Необхідно зауважити, що елементарні перетворення системи зручно проводити у таблиці (схема Гаусса) з контролюванням обчислень. Введемо у перетворення ще один стовбець з контрольними сумами. Елементами стовпця є суми елементів відповідних рядків. Над контрольними сумами у кожному рядку виконуються ті ж операції, що над усіма іншими елементами цього рядка. При відсутності помилок при обчислюванні елементи стовпця 
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дорівнюють сумам елементів відповідних перетворених рядків.

Приклад. Розв’язати систему рівнянь методом Гуасса:
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Приводимо матрицю системи до трикутного вигляду. Обчислення будемо виконувати у табл. 3.1.

Таблиця 3.1.

	N
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Таким чином, внаслідок перетворень одержали трикутну матрицю системи.

Запишемо систему рівнянь
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Виконуємо обернений хід методу Гаусса. З останнього рівняння визначимо 
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. Відповідь 
[image: image143.wmf]123

5;3;2

xxx

===

. При розв’язанні системи рівнянь методом Гаусса потрібно виконати виключення невідомих (прямий хід) та з одержаної системи знайти ці невідомі (обернений хід). 
Виконання «оберненого ходу» фактично еквівалентно зведенню матриці системи до одиничної. У цьому полягає суть методу повного виключення, або методу Жордана – Гаусса.

В наслідок елементарних перетворень система рівнянь зведена до еквівалентної:
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Таким чином,  змінні дорівнюють відповідно вільним членам. Якщо в процесі перетворень матриця системи буде приведена до трапецієвидної форми, то невідомі, коефіцієнти при яких утворюють одиничну матрицю, слід вважати базисними, усі інші невідомі будуть вільними і значення базисних змінних через вільні визначаються без додаткових обчислювань. Продовжуючи перетворення матриці системи попереднього прикладу, одержимо у цій матриці одиничну:
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Система рівнянь приведена до вигляду:
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 базисні змінні, 
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вільні. Тоді загальним розв’язком системи рівнянь є:
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3.4.Використання метода Жордана-Гаусса 
для знаходження оберненої матриці.

 Методи Гаусса та Жордана – Гаусса широко використовуються для знаходження оберненої матриці по відношенню до даної. Запишемо матричну рівність 
[image: image166.wmf]×=
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. Визначимо матрицю 
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. Домножимо зліва обидві частини рівності на 
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. Тоді 
[image: image169.wmf]1

-

=

-1

AAXAE

,  тобто 
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 або 
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. Визначення оберненої матриці еквівалентно розв’язанню системи лінійних рівнянь з матрицею 
[image: image172.wmf]A

 та 
[image: image173.wmf]n

 стовпцями вільних членів, які є стовпцями одиничної матриці.

Звідси спосіб знаходження оберненої матриці : необхідно до даної матриці 
[image: image174.wmf]A

 дописати одиничну, а далі елементарними перетворюваннями на місці 
[image: image175.wmf]A

 одержати одиничну, тоді на місці одиничної буде  одержана матриця, обернена даній.

Приклад. Знайти матрицю, обернену до даної.
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Допишемо до матриці 
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 одиничну матрицю та елементарними перетвореннями на місці матриці 
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 одержимо одиничну.
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Таким чином,
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Обчислювання можна проводити у таблиці з контролем. Якщо у процесі одержання матриці контроль не виконувався, слід перевірити кінцевий результат добутком: 
[image: image209.wmf]-1
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.
3.5. Однорідні системи рівнянь. 
Загальний розв’язок

Система лінійних рівнянь називається однорідною, якщо вільні члени в кожному рівнянні системи дорівнюють нулю:
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Система однорідних лінійних рівнянь завжди сумісна. Вона має або єдиний розв’язок, або безліч розв’язків. Якщо 
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, де 
[image: image215.wmf]n

-

 симло невідомих, то система має єдиний (тривіальний) розв’язок 
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, то система крім тривіального має безліч розв’язків.

Приклад: Розв'язати систему рівнянь
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Ранг матриці 
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Наведена система еквівалентна системі
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звідки 
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Загальним розв’язком системи буде:
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тобто знайшли  загальний розв’зок системи, з якого можна отримати безліч нетривіальних частинних розв’зків системи.
Запитання для самодіагностики
1.. Яка система рівнянь називається лінійною ?

2. Запишіть систему m лінійних рівнянь з n  невідомими.

3. Що таке матриця системи?

4.  Що таке розширена матриця?

.5 Сформулюйте теорему Кронекера-Капеллі.

6. Який розв’язок називається:

а) загальним;

б) частинним;

в) базисним;

г) опорним?

7. В чому полягає метод Жордана-Гаусса?

8. Яка система лінійних рівнянь називається однорідною?
9.  Які особливості розв 
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