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Поняття невизначеного інтеграла 

Приклад. Знайти первісні для функції   

тому що 

При цьому також  тому що 

Таким чином, де С – довільна константа  
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Поняття невизначеного інтеграла 
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Поняття невизначеного інтеграла 
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Властивості невизначеного інтеграла 
1. Похідна від невизначеного інтеграла за незалежною змінною 
дорівнює підінтегральної функції: 

2. Диференціал від невизначеного інтеграла дорівнює під-
інтегральному виразу: 

3. Постійний множник можна виносити за знак невизначеного 
інтеграла:  
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Властивості невизначеного інтеграла 
4. Невизначений інтеграл від алгебраїчної суми двох функцій дорівнює 
сумі невизначених інтегралів від доданків цієї суми: 

5. Якщо в підінтегральній функції змінну інтегрування умножити на 
будь-який постійний множник k, то первісну підінтегральної функції 
треба поділити на цей множник: 
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Таблиця основних інтегралів 
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Таблиця основних інтегралів (закінчення) 
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Приклади 
Знайдіть інтеграли методом безпосереднього інтегрування: 
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Метод заміни змінної в невизначеному інтегралі 

Приклади. Знайдіть інтеграли методом заміни змінної. 

Нехай потрібно знайти інтеграл                                     де підінтегральна 
функція є неперервною. 
Позначимо                   тоді: 
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Метод заміни змінної в невизначеному інтегралі 
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Метод заміни змінної в невизначеному інтегралі 
Таким чином,  

Повернемося до змінної  

Таким чином,  
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Метод заміни змінної в невизначеному інтегралі 
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Інтегрування частинами в невизначеному інтегралі 

Тоді 

Інтеграли, що беруть тільки частинами умовно можна поділити на три 
типи: 

Нехай u=u(x), v=v (x) – диференційовані функції аргументу x.  

В якості      беруть многочлен            решта -    

решта 
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Приклади. 

3.Інтеграли виду                                                .  

Якщо двічі застосувати формулу інтегрування частинами, то 
отримаємо вихідний інтеграл. 

Інтегрування частинами в невизначеному інтегралі 

Нехай 

Тоді 

Остаточно отримаємо: 
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За формулою інтегрування частинами, маємо: 

тоді 

Остаточно отримаємо 

Інтегрування частинами в невизначеному інтегралі 

Нехай 

Нехай 
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Тоді 

ще раз інтегруємо частинами: 

Інтегрування частинами в невизначеному інтегралі 

В інтегралі позначимо: 

Нехай 

тоді 

Таким чином 
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Інтегрування  неправильного раціонального дробу зводиться до 
інтегрування цілої частини (многочлена) та правильного раціонального 
дробу. 

Розглянемо інтегрування елементарних дробів типу: 

Інтегрування раціональних дробів 

k – ціле,             .   

, якщо  
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Інтегрування раціональних дробів 

Тоді 

Для обчислення інтегралів                та                     необхідно зробити 
 
заміну змінної       
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Інтегрування раціональних дробів 
Для обчислення інтеграла 3) в знаменнику виділяємо повний квадрат і 
робимо заміну змінної: 
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Інтегрування раціональних дробів 

Повертаємось до вихідної змінної: 
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Інтегрування раціональних дробів 
Приклад. Обчисліть інтеграл 

Розв’язання: 

З квадратного тричлену виделимо повний квадрат: 

Далі, зробимо заміну змінної: 
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Інтегрування раціональних дробів 
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Інтегрування раціональних дробів 

Приклад. Обчисліть інтеграл    

Підінтегральна функція є правильним раціональним дробом. 
Розкладемо цей дріб на найпростіші дроби: 

Помножимо обидві частини рівності на знаменник, в результаті 
чого одержимо: 
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Інтегрування раціональних дробів 

Отже, 
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Інтегрування раціональних дробів 

Розв’язання. 

Приклад. Обчислити інтеграл    
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Інтегрування раціональних дробів 

Визначаємо коефіцієнти : 

Отже, вихідний інтеграл запишеться у вигляді суми двох 
інтегралів від найпростіших дробів, які легко беруться: 
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Розглянемо способи, за допомогою яких беруться інтеграли виду 

Тоді 

Заданий інтеграл набуває вигляду: 

Інтегрування тригонометричних виразів 
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Інтегрування тригонометричних виразів 

Тоді одержимо 

Приклад. Обчисліть  інтеграл    

Зробимо підстановку  
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Інтегрування функцій, непарних (парних) відносно синуса або (і) 
косинуса. 

Інтегрування тригонометричних виразів 
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Інтегрування тригонометричних виразів 
Правило введення нової змінної.  
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Інтегрування тригонометричних виразів 

Приклад. Обчисліть інтеграл    

Закінчити розв’язання самостійно. 
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Інтегрування тригонометричних виразів 

Приклад. Обчисліть інтеграл    
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Інтегрування тригонометричних виразів 
Інтегрування добутку цілих степенів синуса і косинуса 

Якщо: 

У третьому випадку часто замість запропонованих підстановок 
використовують формули зниження степеня (тригонометричних 
функцій): 

Лекція 7. Інтегральне числення функції однієї змінної 



Інтегрування тригонометричних виразів 
Приклад.  Обчисліть інтеграл: 

Лекція 7. Інтегральне числення функції однієї змінної 



Інтегрування тригонометричних виразів 
Приклад.  Обчисліть інтеграл: 
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Застосування інтегрального числення до розв’язання 
задач економіки 

Приклад.  

Розв’язання.  
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Задачі, що приводять до поняття визначеного інтеграла 

Необхідно визначити її площу. Для розв’язання задачі виконаємо такі дії: 
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Задачі, що приводять до поняття визначеного інтеграла 
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Задачі, що приводять до поняття визначеного інтеграла 
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Задачі, що приводять до поняття визначеного інтеграла 
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Задачі, що приводять до поняття визначеного інтеграла 
Слід зазначити, що при розв’язанні цих двох різних задач, були 
виконані одні й ті самі дії, і ми прийшли до одного і того ж підсумку – 
виникає необхідність визначити границю інтегральної суми. 
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Задачі, що приводять до поняття визначеного інтеграла 
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Властивості визначеного інтеграла 
1. Для будь-якої інтегровної функції  визначений інтеграл з рівними 
межами інтегрування дорівнює нулю:  

2. Якщо функція f(x) інтегровна на [a,b], то має місце формула: 

3. Якщо функція f(x) інтегровна на [a,b], то cталий множник можна 
виносити за знак визначеного інтеграла: 

тобто, якщо поміняти місцями межі інтегрування, то визначений 
інтеграл змінить свій знак на протилежний. 
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Властивості визначеного інтеграла 

5. Якщо відрізок інтегрування розбито на дві частини, то визначений 
інтеграл  дорівнює сумі інтегралів на цих частинах: 

Властивість поширюється на будь-яке скінченне число доданків. 
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Властивості визначеного інтеграла 

Ця властивість називається Теорема про середнє. 
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Формула Ньютона-Лейбніца 
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Методи обчислення визначеного інтеграла 
1. Безпосереднє визначене інтегрування. Оскільки обчислення 
визначеного інтеграла за формулою Ньютона – Лейбніца передбачає 
спочатку взяття невизначеного інтеграла, а потім виконання 
арифметичних дій, то це означає, що принципових відмінностей у 
методах знаходження невизначеного й обчислення визначеного 
інтегралів немає, отже, безпосереднє обчислення визначеного 
інтеграла передбачає безпосереднє невизначене інтегрування 
(знаходження однієї з первісних). 
Приклади. Обчисліть інтеграли. 
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Методи обчислення визначеного інтеграла 
2. Обчислення інтеграла методом підстановки.  

Відзначимо, що при обчисленні визначеного інтеграла методом 
підстановки немає необхідності повертатися до вихідної змінної, 
замість цього треба знаходити межі інтегрування за новою змінною. 
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Методи обчислення визначеного інтеграла 
Приклади. Обчисліть інтеграли                      
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Методи обчислення визначеного інтеграла 

Таким чином, 
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3. Інтегрування частинами у визначеному інтегралі. 

Приклади. Обчисліть інтеграли        
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Застосування визначеного інтеграла у геометричних задачах 
Обчислення площі геометричної фігури 

Обчислення площі плоскої фігури в декартових координатах 
спирається на геометричний зміст визначеного інтеграла.  
Розглянемо декілька випадків обчислення площ геометричних фігур. 
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Застосування визначеного інтеграла у геометричних задачах 
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Застосування визначеного інтеграла у геометричних задачах 
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Застосування визначеного інтеграла у геометричних задачах 
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Застосування визначеного інтеграла у геометричних задачах 
Приклад. Знайдіть площу фігури, що обмежена лініями:  

Для визначення меж інтегрування 
знаходимо точки перетину ліній: 

Звідки отримуємо: 

Тоді  
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Застосування визначеного інтеграла у геометричних задачах 
Обчислення об’єму тіла обертання 
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Застосування визначеного інтеграла у геометричних задачах 
Обчислення об’єму тіла обертання 

Приклад.  
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Застосування визначеного інтеграла до  
розв’язання економічних задач 

Приклад.  
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Застосування визначеного інтеграла до  
розв’язання економічних задач 

Приклад.  
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Лекція 1. 
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