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Функції, способи задання, класифікація

1. Абсолютна величина дійсного числа та її властивості

Означення. Абсолютною величиною числа
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 називається само число 
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, якщо воно додатне і 
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, якщо воно від’ємне, тобто
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Для будь-якого дійсного числа 
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 виконуються нерівності
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Властивості абсолютних величин:

1. 
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 рівнозначно нерівностям 
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2. Абсолютна величина додатку не більше доданку абсолютних величин
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3. Абсолютна величина різниці величин не менш за різницю абсолютних величин
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4. Абсолютна величина додатку дорівнює доданку абсолютних величин
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5. Абсолютна величина частки дорівнює частці абсолютних величин

[image: image15.wmf](

)

0

x

x

y

yy

=¹

.



  
2. Змінні та сталі величини. Область змінювань

При дослідженні явищ або будь-якого процесу маємо справу з різноманітними величинами: температурою, швидкістю, довжиною, об’ємом та ін. Деякі з них змінюються, а інші залишаються сталими. Величина, яка за даних умов набуває різних числових значень, зветься змінною величиною, а величина, яка лишається сталою, в будь-якому процесі, зветься сталою величиною. Сталі величини, які не змінюються за будь-яких умов, – це абсолютно сталі (число 
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, число 
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, швидкість світла 
та ін.). Сталі, що не є універсальними, звуть параметрами (у рівнянні прямої 
[image: image18.wmf],

ykxb

=+

 
[image: image19.wmf];

xy

-

змінні; 
[image: image20.wmf]k

 і 
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 – параметри). Сукупність усіх числових значень, що їх може набувати змінна величина, називається обла-стю, або обсягом змінювання цієї змінної.

Змінна величина вважається заданою, якщо вказано обсяг її змінювання 
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Будь-яка числова множина може бути областю змінювання змінної.

Наприклад:

1) 
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Означення. Числовий проміжок з центром у точці 
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 довжиною 
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-околом цієї точки: 
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3. Функція. Способи задання функції

Поняття функції є з одним з основних понять математичного аналізу.

Означення. Якщо кожному значенню змінної 
[image: image35.wmf]x

 множини 
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 за деяким правилом або законом 
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 ставиться у відповідність одне значення змінної 
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 з множини 
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 то говорять, що на множині 
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 задано функцію 
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Змінну 
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 називають аргументом, або незалежною змінною, а залежну змінну 
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функцією, множину 
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 – областю визначення, а множину 
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 областю значень функції.

Правило відповідності між значеннями змінних 
[image: image46.wmf]x

і
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 є спосіб задання функції. Існує три основні способи задання функції:

1. Аналітичний спосіб. Якщо функція задається у вигляді аналітичного виразу (формули), де зазначено, які дії і в якому порядку слід виконати над значенням 
[image: image48.wmf]x

, щоб дістати відповідні значення функції. При цьому вказується, для яких значень аргументу ця функція розглядається. Якщо множина 
[image: image49.wmf]X

 не задається, то маються на увазі всі значення аргументу 
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, за яких функція кінцева та дійсна.

Приклад 1. Знайти область визначення функцій: 
Розв'язання.
1.
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2. Табличний спосіб – це спосіб зображення функції таблицею, яка складається з ряду значень незалежної змінної 
[image: image59.wmf]x

 та відповідних значень змінної 
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. Такий спосіб задання часто встановлюється експериментально або шляхом спостережень.

3. Графічний спосіб. При дослідженнях, пов’язаних з використанням самописних приладів, відповідність між незалежною змінною 
[image: image61.wmf]x

 та функцією 
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 встановлюється за допомогою деякої лінії, яку побудовано у вибраній системі координат. Абсциса кожної точки лінії зображує деяке значення 
[image: image63.wmf]x

, а ордината – відповідне значення 
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. Множину всіх точок координатної площини 
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 координати яких задовольняють рівність 
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 називають графіком функції.

Розроблені в математичному аналізі методи дослідження функції найкраще пристосовані до аналітичного способу задання функції.

4. Класифікація функцій за їх властивостями

Монотонні функції. Функція 
[image: image67.wmf](
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 є зростаючою на деякій множині 
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, якщо із нерівності 
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 Функція – спадна, якщо при 
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 Зростаючі та спадні функції на множині 
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 називаються монотонними.

Приклад.2. Функція 
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Приклад.3. 
[image: image76.wmf](

)

ln

yx

=-

, область визначення: 
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 Функція спадає на цьому інтервалі.

Функція називається кусково-монотонною на множині 
[image: image78.wmf]X

, якщо цю множину можливо розбити на такі множини, на яких ця функція буде монотонною. Наприклад, функція 
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 є кусково-монотонна, тому що вона на інтервалі 
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спадає, а на інтервалі 
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Обмежені та необмежені функції. Функція 
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 обмежена на множині 
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, якщо є такі числа 
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, якщо таких чисел немає, то функція називається необмеженою. Нехай число 
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 найбільше з чисел 
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, тоді для обмеження функції має виконуватись умова 
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Приклад 4. Функція 
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Приклад.5. Функція 
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Парні та непарні функції. Множина 
[image: image96.wmf]X

 зветься симетричною відносно початку координат, якщо їй належать як значення 
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. Функція називається парною, якщо виконується рівність:
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то функція називається непарною.
Приклад 6. Дослідити функції на парність та непарність. 
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 не належать області визначення функції.

Зауважимо, що графік непарної функції – це крива, що симетрична відносно початку координат, а парної функції – відносно осі координат.

Періодична функція. Функція 
[image: image110.wmf](

)

yfx

=

 називається періодичною на множині 
[image: image111.wmf]X

, якщо існує таке число 
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, що належить області визначення, виконується умова:
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Число 
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 є період функції 
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При цьому числа 
[image: image119.wmf]kl

 теж можна вважати періодами функції, але, говорячи про період функції, йдеться про її найменший період.

Наприклад: 
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Зауважимо, що при побудові графіка періодичної функції достатньо побудувати його в будь-якому сегменті 
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, а далі продовжити його на всю числову вісь.

Обернена функція. Нехай функція 
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 визначена на множині 
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, а областю її значень є множина 
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Якщо кожному значенню змінної 
[image: image128.wmf]yY

Î

 відповідає одне значення змінної 
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 можливо визначити функцію
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Множини 
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та 
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 є будь-які проміжки, або інші числові множини. Якщо 
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, то 
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 функція, обернена по відношенню до функції 
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Графіки прямої та оберненої функції симетричні відносно бісектриси першого та третього координатних кутів (рис. 9.1).
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Рис. 1

Теорема. Якщо функція 
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 існує також монотонна обернена функція 
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Доведення.

Дійсно, якщо функція 
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, наприклад, зростає, то кожному 
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, тобто існує 
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Тепер покажемо, що обернена функція теж зростаюча на множині 
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, тобто із нерівності 
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 випливає нерівність 
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,тоді за умовою зростання функції 
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 що не задовольняє умову 
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, тобто функція 
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 зростає. Для спадної функції теорема доводиться аналогічно.
5. Основні елементарні функції

Основними елементарними функціями в математичному аналізі є такі функції:

1. Степенева функція 
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2. Показникова функція 
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, функція визначена на множині 
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3. Логарифмічна функція 
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 область визначення 
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 Функція є оберненою до 
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4. Тригонометричні функції
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5. Обернені тригонометричні функції
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Означення. Функція 
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, визначена на множині 
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 назива-ється елементарною, якщо вона задається однією формулою, так, що її значення при будь-якому 
[image: image189.wmf]xX

Î

 може бути знайдено за допомогою скінченного числа елементарних дій (додавання, добуток, ділення, піднесення до степеня, добування кореня, логарифмування, обчислення тригонометричних та обернених тригонометричних функцій), при цьому кількість операцій не залежить від значення аргументу 
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. Наприклад, 
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 – це елементарна функція; прикладами неелементарних функцій є 
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У першому випадку число дій над аргументом нескінченне, у другому – функція задається двома формулами.

6. Приклади застосування 
елементарних функцій в економіці.

Приклад.7. Лінійна функція
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Якщо 
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 обсяг продукції, а 
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витрати на одиницю продукції, 
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сталі витрати, то 
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 загальні витрати виробництва, або виробнича функція.
Приклад 8. Дробово-лінійна функція.

Нехай виробнича функція 
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 тоді собівартість одиниці продукції 
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Останню функцію можна визначити, як середні витрати виробництва на одиницю продукції. При цьому функція 
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 може мати будь-який вигляд, тоді середні витрати виробництва на одиницю продукції є 
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              Формула простих відсотків
У банк внесена початкова сума 
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 під 
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 відсотків щорічних. Яку суму буде накопичено за 
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 років?

Якщо початкова сума 
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, то

за перший рік: 
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за другий рік: 
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Накопичена сума за 
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 років буде: 
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                    Формула складених відсотків.
Сума в 
[image: image211.wmf]0
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 внесена в банк під складений процент, при умові нарахування кожної одиниці часу (місяць, рік) 
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На кінець першого року сума складає:
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другого року
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Звідки: 
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Формулу (9.10) можна довести методом математичної індукції.
Запитання для самодіагностики
1. Що називається абсолютною величиною числа?

2. Які властивості абсолютних величин?

3. Яка залежність називається функціональною? 

4. Які існують засоби завдання функції?

5. Які функції називають парними, непарними?

6. Які функції називають періодичними?

7. Які функції називають монотонними?

8. Які функції називають обмеженими?

9. Які функції належать до основних елементарних?

10. Які функції називаються елементарними? 

11. Наведіть приклади застосування елементарних функцій в економіці.

12. Чому дорівнює границя суми двох функцій?

13. Чому дорівнює границя добутку двох функцій?

14. Чому дорівнює границя добутку сталої на функцію?

15. Чому дорівнює границя частки двох функцій?
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