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Визначники, методи обчислювання

1.1.Задача про використання сировини. Математична модель.

1.2.Визначники 2-го порядку. 

1.3.Визначники 
[image: image1.wmf]n

-го порядку.

1.4.Властивості визначників та методи їх обчислювання.

1.5.Розв’язок системи лінійних рівнянь n-го порядку. Правило  Крамера.    
1.1. Задача про використання сировини. 
Математична модель
Задача . Підприємство виробляє продукцію n зразків, для виробництва якої використовуються m видів сировини. Дані про витрати сировини на одиницю продукції та кількість сировини кожного виду задається табл. 1.1.

Таблиця 1.1.

	Вид сировини
	Продукція
	Кількість сировини

	
	1
	2
	…
	n
	

	1
	a11
	a21
	…
	a1n
	b1

	2
	a21
	a22
	…
	a2n
	b2

	…
	…
	…
	...
	…
	…

	m
	am1
	am1
	
	amn
	bm…


Яку кількість продукції кожного зразка треба виробити, щоб повністю використати сировину, яку має підприємство? Складемо математичну модель задачі. Позначимо через 
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 кількість продукції, що її виробляє підприємство. Тоді відповідно таблиці математичну модель задачі запишемо у вигляді:
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 матриця системи,
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відповідно стовбпці невідомих та вільних членів... Набір чисел 
[image: image16.wmf]-
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є розв'язок системи, якщо при  підстановці його у систему будемо одержувати тотожності.

Система рівнянь, що має розв’язок,  називається сумісною, у протилежному випадку система  несумісна. Якщо система має тільки один  розв’язок, вона – означена, а якщо система має безліч розв’язків, то неозначена. Дослідити систему – це розв’язати питання про її сумісність та означеність. Таким чином, розв’язок задачі про використання сировини зведено до розв’язку системи m лінійних рівнянь з n невідомими.

1.2. Визначники другого порядку.

Розглянемо найпростішу систему рівнянь, що складається з двох лінійних рівнянь з двома невідомими, тобто систему другого порядку. Розв’яжемо систему рівнянь:
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методом послідовного виключення невідомих. З цією метою виключемо з початку невідоме 
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. Для цього знайдемо добуток першого рівняння на 
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. Після додавання першого та другого рівнянь змінна
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Виключивши аналогічно змінну
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Введемо ще такі визначники
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Числа 
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 -елементи визначника. Таким чином, розв’язок систем  двох лінійних рівнянь можна записати так:
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Визначник, що утворює знаменник дробу, називається визначником системи, а визначники, що є чисельниками дробів, утворені із визначника системи зміною коефіцієнтів при невідомих відповідно на вільні члени цієї системи. Останні формули називаються формулами Крамера, або правилом Крамера для розв’язання двох рівнянь з двома змінними.

Приклад. Розв’язати систему
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за правилом Крамера:
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1.3. Визначники n -го порядку

Визначником n-го порядку для квадратичної матриці 
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 є число:
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- елементи визначника; 
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алгебричні доповнення відповідних елементів, які визначаються так.
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 - це мінор
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- го елементу визначника, який є визначником n-1 порядку, здобутий з даного визначника викреслюванням йогоі-того рядка та j -го стовпця.

Приклад. Обчислити визначник
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Приклад. Обчислити визначник
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Визначник n-го порядку можна розвинути за будь-яким рядком, або за будь-яким стовпцем. Обчислювання визначників за цим способом пов’язано з великим обсягом арифметичних дій. Обчислення буде значно легшим, якщо застосувати методи, пов’язані з властивостями визначників.

1.4. Властивості визначників та методи 
їх обчислювання

1.Властивості рівноправності рядків та стовпців. Якщо замінити рядки визначника відповідними стовпцями, величина визначника не зміниться, тобто
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Справедливість цієї властивості легко перевірити, обчислюючи обидва визначники за правилом трикутника.

2.Властивість антисиметрії при перестановці двох рядків (двох стовпців).

При перестановці двох рядків (стовпців) визначник зберігає свою абсолютну величину, але змінює знак на протилежний, тобто


[image: image47.wmf]111213212223

212223121213

313233313233

aaaaaa

aaaaaa

aaaaaa

D==-

.

Цю властивість можна перевірити безпосереднім обчислюванням. Отже, визначник з двома однаковими стовпцями (рядками) дорівнює нулю. Дійсно, з одного боку, при перестановці однакових стовпців визначник не змінюється, а за другою властивістю він змінює знак, тобто  
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Для встановлення інших властивостей визначників введемо поняття мінору 
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 елемента визначника.

Мінор 
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 визначника третього порядку є визначник другого порядку, одержаний із даного викреслюванням i-го рядка та j-го стовпця. Алгебричним доповненням 
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  . Розвиваючи визначник третього порядку за елементами першого рядка, будемо мати: 
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Аналогічна формула має місце по відношенню до будь-якого рядка (стовпця). Таким чином, визначник можна подати у вигляді
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Зазначимо, якщо у визначнику замінити елементи першого рядка  на відповідні елементи другого рядка , то при цьому 
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 не зміняться, тому що вони не містять елементів першого рядка. Отже, якщо у визначнику замість першого рядка поставити другий,
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, Отже перший  та другий рядки  визначника однакові. Цей визначник дорівнює нулю. Таким чином,
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На основі зазначених формул можна довести такі властивості визначника:

3.Сума добутків елементів будь-якого ряду на алгебричні доповнення цих елементів дорівнює величині визначника, а сума добутків елементів будь-якого ряду на алгебричні доповнення відповідних елементів паралельного ряду дорівнює нулю.

4. Якщо елементи будь-якого ряду мають загальний множник, то його можна винести за знак визначника.

5. Визначник дорівнює нулю, якщо він має рядок(стовпець) з усіма рівними нулю елементами.

Четверта та п’ята властивості виходять із третьої.

6. Якщо елементи будь-якого ряду є сума двох доданків, то визначник можна подати у вигляді додатку двох визначників, у яких елементи даного ряду дорівнюють відповідним доданкам.

Цю властивість легко довести, якщо використати третю властивість. Нехай
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7. Визначник за своєю величиною не зміниться, якщо до елементів будь-якого ряду додати елементи паралельного ряду, які помножені на одне і те саме число
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. Замінимо, наприклад, елементи першого рядка елементами 
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. Тоді відповідно до шостої властивості одержаний визначник дорівнює сумі двох визначників, перший з них – початковий, а у другого перший рядок  буде 
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 за знак визначника, одержимо визначник з однаковими рядками, який дорівнює нулю (друга властивість).

Зауважимо, що усі властивості визначників, що наведені для визначника третього порядку,залишаються вірними для визначників будь-якого порядку. 

Таким чином,якщо мати на увазі означення визначника та його властивості, можна вказати три основних засоба обчислення визначників будь-якого порядку,а саме:

1.Розвинення за елементами будь-якого ряду(за означенням)
2.Зниження порядку(на основі сьомої властивості визначник перетворюється так,що елементами будь-якого ряду є тількі одна одиниця,а остані елементи дорівнюють нулю)
3.Приведення визначника до трикутного вигляду(на основі сьомої властивості)

Приклад . Обчислити визначник.
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При цьому третій рядок визначника помножено на (-3) та додано до другого рядка, далі третій рядок  помножено на (-4) та додано до першого рядка. .

Приклад. Обчислити визначник четвертого порядку


[image: image76.wmf]5135

4213

4021

2471

-

D=

.

З цією метою використаємо третю та сьому властивості. Перший рядок  залишимо без зміни, а до другого треба додати перший, який помножимо на (-2). Четвертий рядок треба додати до першого, який помножимо на 2, будемо мати:
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Розвинемо визначник за другим стовпцем, маємо:


[image: image78.wmf](

)

12

14571457

1421421

1851918519

+

---

D=-=

----

.

Аналогічно понижуємо порядок здобутого визначника. Другий рядок  залишимо без зміни; перший додамо до другого, помноженого на (-7); третій додамо до другого, помноженого на 19. Будемо мати:
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За допомогою аналогічних перетворень визначник
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 го порядку можна привести до трикутного вигляду:
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У здобутому визначникові усі елементи , що стоять під головною діагоналлю, дорівнюють нулю, а його величина дорівнює добутку елементів, що стоять на головній діагоналі.

1.5. Розв'язок системи n лінійних рівнянь 
з n невідомими. Правило Крамера

Поняття визначника n- порядку виникає при розв’язку системи n-лінійних рівнянь


[image: image85.wmf]111

211

11

n

ax

ax

ax

ì

ï

ï

í

ï

ï

î



 EMBED Equation.3  [image: image86.wmf]+

+

+



 EMBED Equation.3  [image: image87.wmf]122

222

2

n

ax

ax

a



 EMBED Equation.3  [image: image88.wmf]+

+

+



 EMBED Equation.3  [image: image89.wmf]K

K

K

K



 EMBED Equation.3  [image: image90.wmf]1

2

nn

nn

nnn

ax

ax

ax



 EMBED Equation.3  [image: image91.wmf]1

2

n

b

b

b

=

=

=

,

Знайдемо розв’язок цієї системи. При цьому припускається, що її визначник
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Домножимо кожне рівняння системи
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 – алгебричні доповнення елементів j-го стовпця та знайдемо суму цих рівнянь. Тоді


[image: image99.wmf]1122

1111

nnnn

iijiijninijiij

iiii

xaAxaAxaAbA

====

×+×++×=

åååå

K

.

Відповідно з третьою властивістю усі коефіцієнти при 
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Це є правило Крамера знаходження невідомих 
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Приклад. Розв’язати систему рівнянь за правилом Крамера:
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Визначник системи
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Отже,
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Запитання для самодіагностики 

1. Дайте означення визначника другого і третього порядку.

2. Чим визначається порядок визначника?

3. Що називається мінором деякого елемента визначникa?

4. Що називається алгебраїчним доповненням деякого елемента визначника?

5. Які перетворення не змінюють величину визначника?

6. Які перетворення змінюють лише знак визначника?

7. За яких умов визначник дорівнює нулю?

8. Які способи обчислення визначника:

а) третього порядку;

б) n-го порядку? 

9.Як розв'язати систему рівнянь за правилом Крамера.

Матриці, дії над ними, обернена матриця.

2.1 Матриці, основні визначення.

2.2 Дії над матрицями

2.3 Обернена матриця та її знаходження

2.4 Розв’язок системи за допомогою оберненої матриць
2.5 Ранг матриці

2.1. Матриці, основні означення.

Прямокутна таблиця чисел, яка має m рядків і n стовпців, називається матрицею, а самі числа – її елементами. Позначають матриці великими літерами латинського алфавіту А, В, С ... , а їх елементи – 
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Якщо в матриці число стовпців і число рядків однакове і дорівнює n,  матриця називається квадратною матрицею n-го порядку. Матрицю, яка має один рядок (стовпець), називають матрицею-рядком (матрицею стовпцем). Якщо всі елементи матриці дорівнюють нулю, то матрицю називають нульовою: 
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Множина елементів квадратної матриці 
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 – побічною діагоналлю.

Квадратна матриця називається діагональною матрицею, якщо всі
[image: image151.wmf]a

 її елементи, які знаходяться поза головною діагоналлю, дорівнюють нулю:
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Одинична матриця – це діагональна матриця з елементами, які дорівнюють одиниці:
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Розглянемо матрицю 
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. Якщо в цій матриці переставити місцями відповідні рядки і стовпці, то отримаємо транспоновану матрицю 
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2.2. Дії над матрицями

Матриця 
[image: image158.wmf]()
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називається нульовою, якщо всі її елементи дорівнють нулю. Дві матриці А і В називаються рівними, якщо вони обидві одного розміру та 
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 відповідно. Визначені такі дії над матрицями:

1. Сума матриць однакового розміру 
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2. Добуток матриці на скалярний множник 
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3. Добуток матриць 
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 згідно з правилом «Рядок на стовпець», тобто
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При цьому необхідно, щоб число стовпців першої матриці дорівнювало числу рядків другої.

Операції з матрицями мають такі властивості,як і операції над числами

	1) 
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Слід зазначити, що операція добутку матриць має свої властивості. Так у загальному випадку 
[image: image174.wmf]ABBA

¹

 (з означення добутку). Якщо така рівність виконується, то матриці називають комутативними.

Приклад. У звіті (табл. 1.2) приведені дані про виробництво трьох видів продукції чотирма підприємствами за два роки.

Таблиця 1.2

	Продукція
	2008р.
	2009р.

	
	1       2       3         4
	   1      2       3        4

	1
	  35     20
  27     15
	 40    35     38      27

	2
	100   112   135     148
	150  170   145    160

	3
	125   180
  110       95
	135  175   115    105


Знайти сумарне виробництво за два роки кожного виду продукції по кожному підприємству.

Розв’язок. Приведену таблицю запишемо як матриці розміру (
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Дані матриці – це матриці одного розміру. Їх можна додати
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Матриця 
[image: image188.wmf]C

 характеризує сумарне виробництво за два роки кожного виду продукції по кожному підприємству.

За даними задачі визначити зміну обсягу виробництва продукції по кожному підприємству за рік. Для цього треба знайти різницю матриць
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Виробництво продукції у порівнянні з попереднім роком в основному збільшилось.

Приклад. Знайти добуток двох матриць
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Визначимо
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Добуток матриць 
[image: image210.wmf]B
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 не існує (число стовпців матриці 
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 не дорівнює числу рядків  матриці 
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2.3. Обернена матриця та її знаходження

Аналогом операції частки чисел вводиться операція знаходження матриці, оберненої до даної.

Означення.Матрицю 
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 називають оберненою до матриці 
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, якщо добуток цієї матриці як ліворуч так і праворуч на матрицю 
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 дорівнює одиничній матриці, тобто 
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. Як видно з останніх рівностей, що обернену матрицю може мати тільки квадратна матриця, але ця умова недостатня.

Достатньою умовою наявності оберненої матриці 
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Дана матриця 
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1. Складемо матрицю з алгебричних доповнень елементів даної матриці
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2. Транспонуємо цю матрицю
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3. Поділимо елементи матриці 
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4. Треба довести, що 
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Приклад: Знайти матрицю, обернену матриці 
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Обчислимо визначник матриці 
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Знаходимо всі алгебраїчні доповнення 
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2.4. Розв’язання системи  за допомогою оберненої матриці.

У загальному випадку систему n лінійних рівнянь з n невідомими записують у вигляді:
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Розв’язком системи лінійних рівнянь називається сукупність чисел 
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, яка є розв’язком кожного з рівнянь системи. Наведена форма запису називається канонічною. Крім того Існує матрична форми запису:
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Якщо помножити обидві частини рівності праворуч на 
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За визначенням оберненої матриці
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Приклад. Розв’язати систему лінійних рівнянь за допомогою оберненої матриці
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Матриця системи
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Обчислимо визначник
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Знайдемо матрицю, обернену матриці 
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1. Складемо матрицю з алгебричних доповнень
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2. Транспонуємо матрицю


[image: image295.wmf]3

5

1

*

æ

ç

=-

ç

ç

è

A

 
[image: image296.wmf]4

6

1

-

-

 
[image: image297.wmf]1

2

1

-

ö

÷

÷

÷

-

ø

.

3. Поділимо матрицю 
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 на величину визначника
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4. Перевіримо правильність обчислень
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Отже, обернена матриця знайдена правильно.

5. Визначаємо розв’язок ситеми
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Таким чином
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2.5. Ранг матриці

Розглянемо матрицю [image: image321.wmf]]
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. Мінором k-го порядку матриці А називають визначник матриці, усі елементи якого знаходяться на перетині вибраних k рядків і k стовпців матриці А, і позначається 
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. Порядок мінору матриці не може бути більшим, ніж найменше з чисел m, n, тобто 
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Ранг матриці А – це число r яке дорівнює найвищому порядку відмінного від нуля її мінору: 
[image: image325.wmf](
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0min,

rmn

££

. Для знаходження рангу матриці використовують еквівалентні перетворення матриць. Можна довести, що ранги еквівалентних матриць однакові.
Приклад. Знайти ранг матриці

[image: image326.wmf]203

141

3123

A

æö

ç÷

=-

ç÷

ç÷

-

èø

.

Знайдемо мінор 3-го порядку
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Але маємо мінор другого порядку, який відмінний від нуля:
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Таким чином, ранг матриці дорівнює 2.

Для обчислення рангу матриці важливе значення мають елементерні перетворювання матриці, при яких її ранг не змінюється.  Елементарними перетворюваннями матриці називають:

а) множення всіх елементів рядка на одне і те саме число, відмінне від нуля;

б) додавання до елементів ряда матриці відповідних елементів іншого ряда, помножених на одне і те саме число;

в) переміщення місцями рядів в матриці;

г) викреслення рядів матриці, всі елементи яких дорівнюють нулю.

Матриці,що одержуються елементарними перетворюваннями,називаються еквівалентними .
[image: image329.wmf]
Приклад: Знайти ранг матриці
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тобто ранг матриці дорівнює 2.
Запитання для самодіагностики

1. Що називають матрицею?

2. Чим визначається розмір матриці?

3. Які види матриць вам відомі?

4. Яка матриця називається:

а) особливою;

б) неособливою?

5. Яка матриця називається транспонованою?

6. Які матриці називаються рівними?

7. Які матриці можна додавати? 
8. Як помножити матрицю на число?

9. Які матриці можна перемножувати? За яким правилом перемножують матриці?

10. Яка матриця називається оберненою до даної матриці? Чи для будь-якої вона існує?

11. Які перетворення матриці називаються елементарними?

12. Як знайти обернену матрицю?

13. Що називається рангом матриці?

14. Що розуміють під елементарними перетвореннями? 

15. Які методи знаходження рангу вам відомі?
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