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ЛЕКЦІЯ 4.Вектори та дії над ними у геометричній формі

Вектор – це напрямлений відрізок. Початок вектора називається точкою його прикладення. Зображується вектор відрізком зі стрілкою, що розташована біля кінця вектора (рис. 4.1). Позначається вектор 
[image: image1.wmf]AB

uur

 або 
[image: image2.wmf]a

r

. Напрямком  вектора 
[image: image3.wmf]AB

uur

 називається напрямок променя 
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, довжиною (модулем) вектора 
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 називається довжина відрізка 
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Рис. 4.1

Два вектори називаються рівними, коли вони суміщаються паралельним переносом. Рівні вектори мають рівні довжини та однакові напрями. Вектор, у якого початок і кінець співпадають, називається нульовим і позначається  через 
[image: image8.wmf]0

r

.

 Сумою кількох векторів, наприклад 
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 називається вектор
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який за величиною та напрямком дорівнює вектору, початком якого є початок вектора 
[image: image12.wmf]a
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 (першого доданка), а кінець – кінець вектора 
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 (останнього доданка). Легко перевірити, що сума векторів має такі  властивості (рис. 4.2.):
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Рис. 4.2

1) додаток векторів – переставний
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2) сполучна властивість
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(Вектор 
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 протилежний вектору 
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, його довжина дорівнює довжині вектора 
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, а напрям – протилежний вектору 
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Під різницею векторів 
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 розуміємо вектор
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такий, що дорівнює доданку векторів 
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. Добутком вектора 
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 на скаляр 
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 називається вектор 
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. Операція множення на число має такі властивості:
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 одиничний вектор.

Два вектори 
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 називаються колінеарними, якщо вони належать одній прямій або паралельним прямим. Можна довести, що необхідною і достатньою умовою колінеарності двох векторів є їх пропорціональність, тобто
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Три вектори 
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 називаються компланарними, якщо вони належать будь-якій площині або паралельні їй. Можна  довести, що три ненульові вектори 
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 компланарні тоді та тільки тоді, коли один з них  є лінійною комбінацією двох інших, тобто
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Розглянемо ще одне означення, що має дуже важливе значення в теорії векторів. Це означення проекції вектора на вісь. Нагадаємо, що вісь – це пряма, яка має напрямок. Заданий напрямок будемо вважати додатним, протилежний напрямок – від’ємним.

Під компонентою вектора 
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 розуміємо вектор 
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, початок якого 
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 є проекція на вісь 
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, а кінець якого 
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 є проекція на вісь 
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 кінця 
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Під проекцією вектора 
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 на вісь 
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 розуміємо скаляр
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який дорівнює довжині компоненти вектора 
[image: image66.wmf]a
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 на вісь 
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, якщо її напрямок збігається з напрямом осі 
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, та мінус довжині компоненти, коли її напрямок протилежний напрямку осі. Вкажемо на основні властивості проекції:

1. Проекція вектора на вісь 
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 дорівнює добутку довжини вектора 
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 на косинус кута між напрямком вектора та напрямком осі, тобто
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2. Проекція суми будь-якого числа доданків векторів на дану вісь дорівнює доданку їх проекцій на цю вісь.

3. Якщо даний вектор помножити на скаляр, то його проекцію на вісь теж треба помножити на цей скаляр 
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4.2. Прямокутна система координат. 
Вектори, що задані своїми координатами

Нехай (рис. 4.3) 
[image: image73.wmf],,
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 ‑ три взаємно перпендикулярні прямі, які мають напрямки та масштаб. Для кожної точки 
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 простору існує її радіус – вектор 
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, початок якого є початок координат 
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, а кінець є дана точка 
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Означення. Під декартовими прямокутними координатами 
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 точки 
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розуміємо проекції її радіус – вектора 
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 на відповідні осі координат, тобто 
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 з координатами 
[image: image83.wmf],,

xyz

 позначається через  
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. Для знаходження координат точки треба побудувати прямокутний паралелепіпед з діагоналлю (рис. 4.3).
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Рис. 4.3

Довжина діагоналі паралелепіпеда: 
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. Якщо позначити через 
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 кути, що утворені радіусом – вектором з координатними осями, то будемо мати
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Косинуси 
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 називаються напрямними косинусами радіус-вектора 
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. Властивість їх легко доводиться:
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Якщо у просторі задано вільний вектор 
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, проекції його на осі-це координати вектора
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Довжина вектора 
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Напрямні косинуси можна знайти із рівнянь:
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Приклад 4.1. Знайти довжину на напрямок вектора 
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 Маємо


[image: image106.wmf](

)

2

22

1223

a

=+-=

r

,


[image: image107.wmf]1

cos

3

x

a

a

a

==

;  
[image: image108.wmf]2

cos

3

y

a

a

b

==

;  
[image: image109.wmf]2

cos

3

z

a

a

g

==-

.

Приклад 4.2. Знайти відстань між двома точками, що задані своїми координатами 
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Розв'язання.

 Нехай точка 
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 його кінець (рис. 4.4). Точки 
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 можна задати їх радіусами-векторами 
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. Якщо цю векторну рівність спроектуємо на осі координат, то на основі властивостей проекцій будемо мати:
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Рис. 4.4                                              Рис. 4.5 

Таким чином, довжина відрізка 
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 або довжина вектора 
[image: image126.wmf]r

r

 буде:


[image: image127.wmf](

)

(

)

(

)

222

212121

rxxyyzz

=-+++-

r

.


(4.3)

Визначимо основні дії над векторами, які задані координатами.

Нехай вектор 
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 заданий своїми проекціями на осі координат 
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. Побудуємо паралелепіпед (рис. 4.5), діагоналлю якого є вектор 
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, а ребрами будуть його компоненти відносно відповідних координат осей. Маємо розклад: 
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, які напрямлені по осях координат, то на основі зв’язку між компонентами вектора та його проекціями будемо мати:
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Тоді вектор 
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Якщо вектор 
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Тоді розглянуті вище лінійні операції над векторами можна записати в такому вигляді:
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 скаляр. Таким чином, при множенні вектора на скаляр координати вектора треба помножити на цей скаляр;
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Таким чином, при додаванні (або відніманні) векторів їх відповідні координати додаються (або віднімаються).

Приклад 4.3. Знайти координати точки 
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 (рис. 4.6) ,
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Рис. 4.6

Розв'язання. 

Нехай точкам 
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 відповідають радіус-вектори 
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З цієї векторної рівності знайдемо вектор 
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або у координатах
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Звідси, якщо відрізок точки 
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 поділити на дві рівні частини, то
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4.3. Скалярний добуток векторів та його властивості

Означення. Скалярним добутком двох векторів 
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називається  число, яке дорівнює добутку довжин даних векторів та косинусу кута між ними, тобто


[image: image162.wmf]cos

abab

j

×=×

rr

rr

, де 
[image: image163.wmf](

)

,

ab

j

=Ð

r

r

.



(4.7)

На основі першої властивості проекції можна записати
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Скалярний добуток має такі властивості:
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З означення скалярного добутку можна знайти косинус кута між двома ненульовими векторами
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Скалярний добуток векторів можна записати у координатній формі. Нехай вектори 
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Знайдемо добуток цих векторів як многочленів (на основі властивостей скалярного добутку):
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Для косинуса кута між векторами одержимо:
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Умова колінеарності двох векторів
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або у координатах 
[image: image182.wmf];
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Таким чином, вектори  колінеарні тільки у тому випадку, коли їх відповідні координати пропорційні.

Для перпендикулярних векторів 
[image: image188.wmf]a

r

 і 
[image: image189.wmf](
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/2) скалярний добуток дорівнює нулю.
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4.4. Векторний добуток векторів. 
Змішаний добуток

Задаємо у просторі додатню орієнтацію. Будемо вважати, що трійка векторів 
[image: image193.wmf],,

abc

r

rr

 орієнтована за правилом правої руки, тобто з кінця третього вектора найкоротший оборот від першого до другого видно проти годинникової стрілки (рис. 4.7).

[image: image194.png]



Рис. 4.7                                      Рис. 4.8

Означення. Векторним добутком двох  векторів 
[image: image195.wmf]a

r

 та 
[image: image196.wmf]b

r

 називають вектор 
[image: image197.wmf]cab
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, що задовольняє наступним умовам:

1. Модуль вектора 
[image: image198.wmf]c

r

 чисельно дорівнює площі паралелограма, побудованого на векторах 
[image: image199.wmf],
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 (рис. 4.8)
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де 
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2. Вектор 
[image: image202.wmf]c

r

 напрямлений перпендикулярно до площини цього паралелограма, тобто


[image: image203.wmf]cb
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 і 
[image: image204.wmf]cb
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3. Впорядкована трійка векторів (
[image: image205.wmf],,
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) задає додатну орієнтацію простору.

Властивості векторного добутку:

1. При зміні порядку співмножників векторний добуток змінює свій знак на протилежний, модуль при цьому не змінюється.
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Дійсно, при перестановці векторів 
[image: image208.wmf]a

r

 та 
[image: image209.wmf]b
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 площа паралелограма, побудованого на векторах, не змінюється, однак орієнтація векторів 
[image: image210.wmf]b

r

і 
[image: image211.wmf]a
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 буде лівою.

2. Векторний квадрат дорівнює нулю-вектору, тобто 


[image: image212.wmf]0
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 (за означенням).

3. Скалярний множник можна виносити за знак векторного добутку, тобто якщо 
[image: image213.wmf]l
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4. Для будь-яких трьох векторів 
[image: image217.wmf],,
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 справедлива рівність
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(розподільна властивість).

Розглянемо координатну форму векторного добутку. Нехай


[image: image220.wmf];
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Якщо помножити векторно 
[image: image221.wmf]ab
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, одержимо таку рівність
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Останню рівність можна записати у вигляді визначника третього порядку
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Знайдемо довжину вектора 
[image: image226.wmf]ab
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Приклад 4.4. Знайти площу трикутника з вершинами 
[image: image228.wmf](1,1,0)
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, 
[image: image229.wmf](1,0,1)
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 і 
[image: image230.wmf](0,1,1)
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Розв'язання. 

Площа 
[image: image231.wmf]S

 трикутника 
[image: image232.wmf]ABC

 дорівнює 
[image: image233.wmf]12

 площі паралелограма, побудованого на векторах 
[image: image234.wmf]AB
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 і 
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Отже,
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Означення. Мішаним добутком (або векторно-скалярним добутком) векторів 
[image: image240.wmf]a
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, 
[image: image241.wmf]b
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, 
[image: image242.wmf]c
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 називається число


[image: image243.wmf]()
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Побудуємо паралелепіпед (рис. 4.9), ребрами якого є вектори 
[image: image244.wmf]a
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,
[image: image245.wmf]b
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,
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, що приведені до загальної вершини 
[image: image247.wmf]O

. Нехай вектор 
[image: image248.wmf]Sab
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, тобто він перпендикулярний до площини, у якій лежать вектори 
[image: image249.wmf]a
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 і 
[image: image250.wmf]b
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 (напрям h). Нагадаємо, що 
[image: image251.wmf]abS
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 – площа паралелограма, побудованого на векторах 
[image: image252.wmf]a
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 і 
[image: image253.wmf]b
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, тобто площа основи паралелепіпеда. Висота цього паралелепіпеда H:


[image: image254.wmf] cos
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Знак плюс відповідає гострому куту 
[image: image255.wmf](,)
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, знак мінус – тупому куту 
[image: image256.wmf]j

. У першому випадку вектори утворюють праву трійку, а у друго-
му – ліву трійку.

[image: image257.png]



Рис. 4.9

На основі означення скалярного добутку маємо:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image259.wmf]cSHV
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де 
[image: image260.wmf]V

 ‑ об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах 
[image: image261.wmf]a

r

, 
[image: image262.wmf]b

r

, 
[image: image263.wmf]c

r

. Звідси


[image: image264.wmf]abcV
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,

тобто мішаний добуток трьох векторів дорівнює об’єму паралелепіпеда, який побудовано на цих векторах, і береться із знаком плюс, якщо ці вектори утворюють праву трійку, та зі знаком мінус, якщо вони утворюють ліву трійку.

 Зазначимо основні властивості мішаного добутку:

1. Мішаний добуток не змінюється при циклічній перестановці цих співмножників, тобто


[image: image265.wmf]abcbcacab
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.

Дійсно, у цьому випадку не змінюється об’єм паралелепіпеда та орієнтація його ребер.

2. При перестановці двох сусідніх співмножників мішаний додаток змінює свій знак на протилежний:


[image: image266.wmf]bacacbcbaabc
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rrrrrrrrrrrr

,

тобто при перестановці співмножників права трійка переходить у ліву, а ліва у праву.

За допомогою змішаного добутку одержимо необхідну та достатню умову компланарності трьох векторів 
[image: image267.wmf]abc
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:
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(об’єм паралелепіпеда дорівнює нулю).

        Якщо вектори 
[image: image269.wmf],,
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 задано координатами
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то, використовуючи вирази у координатах для векторного та скалярного добутків, одержимо:
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Запитання для самодіагностики

1. Що таке прямокутна система координат?

2. Чим визначається положення точки в прямокутній системі координат?

3. Як обчислюється відстань між точками в прямокутній системі координат?

4. Записати формули для знаходження координат точки, що ділить відрізок у заданому відношенні.

4. Що називається скалярним добутком двох векторів?

6. Які властивості скалярного добутку вам відомі?

7. Чому дорівнює скалярний добуток векторів, що задані координатами?

8. Як обчислюється кут між векторами?

9. Умови паралельності і перпендикулярності векторів.

10. Що називається векторним добутком двох векторів?

11. Основні властивості векторного добутку.

12. Як виражається векторний добуток, коли вектори задані координатами?

13. Як обчислюється площа паралелограма, побудованого на двох векторах?

14. Що називається мішаним добутком трьох векторів?

14. Як виражається векторний добуток, коли вектори задані координатами?

16. Як обчислюється об’єм паралелепіпеда?

17. У чому полягає умова компланарності трьох векторів?

18. Як обчислюється площа трикутника, якщо відомі координати його вершин?
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