Інтегральне числення
Лекція8. Первісна та невизначений інтеграл. Таблиця інтегралів. Безпосереднє інтегрування

14.1.Поняття первісної функції та невизначеного інтеграла.

14.2.Основні властивості невизначеного інтеграла.

14.3.Таблиця інтегралів.

14.4.Безпосереднє інтегрування.
14.1. Поняття первісної функції 
та невизначеного інтеграла.

Однією з основних задач диференціального числення є пошук похідної заданої функції. Різноманітні дослідження в багатьох галузях науки, в тому числі економічної, приводять до розв'язання оберненої задачі, а саме за даною функцією 
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 знайти таку функцію 
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, похідна якої дорівнювала б функції
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Відновлення функції за відомою похідною цієї функції складає одну з основних задач інтегрального числення. Отже, якщо 
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Позначимо 
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Означення. Функція 
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 називається первісною функцією для функції 
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, якщо для будь-якої змінної 
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Приклади:

1. Нехай функція 
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2. Якщо 
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3. Якщо 
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 довільна  стала і 
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. Як бачимо, задача відшуку первісної для функції 
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 розв'язується неоднозначно.

В прикладах, які наведені вище, загальний вигляд усіх первісних для заданих функцій буде:
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Теорема. 1. Якщо 
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2. Якщо 
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, тобто ці функції відрізняються одна від  одної на сталу величину.
Доведення. Те, що разом з функцією 
[image: image56.wmf](

)

Fx

 функція 
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. Для доведення другої частини цієї теоремі складемо функцію 
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. Звідси, функція  
[image: image66.wmf](

)

xC

j

=

, тобто 
[image: image67.wmf](

)

(

)

12

FxFxC

-=

. Отже, за теоремою Лагранжа (оскільки функція 
[image: image68.wmf](

)

x

j

 неперервна та диференційована на 
[image: image69.wmf](

)

(

)

,,

abxab

"Î

 маємо 
[image: image70.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

xaxa

jjjx

¢

-=-

, де 
[image: image71.wmf]ax

x

<<

. Але 
[image: image72.wmf](

)

0

jx

¢

=

, тобто 
[image: image73.wmf](

)

(

)

.

xa

jj

=

, 
[image: image74.wmf](

)

,

xab

"Î

, це означає, що функція 
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Отже, з даної теореми випливає, якщо 
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Означення. Якщо функція 
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 довільна стала, називається  невизначеним інтегралом від функції 
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Тут символ 
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 називається інтегралом, 
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 підінтегральною функцією, 
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змінною інтегрування. Операція відновлення функції за її похідною, або знаходження 
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З геометричної точки зору первісна – це лінія 
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, яка одержується шляхом зсунення однієї з них паралельно вздовж осі 
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 дорівнював би значенню 
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Зауважимо також, що для того, щоб перевірити чи правильно виконане інтегрування, достатньо продиференціювати результат і отримати при цьому підінтегральну функцію.
14.2. Властивості невизначеного інтеграла

1. Похідна від невизначеного інтеграла за незалежною змінною дорівнює підінтегральній функції, тобто
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2. Символи диференціала та інтеграла, що стоять поряд, взаємно знищуються, тобто:
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3. Сталий множник можна виносити за знак інтеграла:
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Знайдемо похідні від обох частин рівності. 
Від лівої частини: 
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 (на основі властивості 1).        Від правої частини: 
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Отже, похідні від обох частин наведеного вище  співвідношення рівні між собою, тобто описують одну й ту ж саму множину первісних.
4. Невизначений  інтеграл від алгебраїчної суми двох (або скінченної кількості) функцій дорівнює алгебраїчній сумі інтегралів від цих функцій:
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Знову здиференціюємо обидві частини цієї рівності. 
Ліва частина: 
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Права частина: 
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Як бачимо, похідні від обох частин рівності співпали, значить правильна й сама рівність.
5. Якщо в підінтегральній функції змінну інтегрування помножити на будь-який сталий множник 
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, то первісна підінтегральної функції ділиться на цей множник:
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Доведення останньої властивості аналогічне доведенню властивостей 3 і 4.
14.3. Таблиця основних інтегралів
Відомо, що невизначений інтеграл це множина усіх первісних даної функції. Отже, скористуємось означенням інтеграла і формулами диференціювання та складемо таблицю основних інтегралів. Доведення всіх формул здійснюємо диференціюванням їх правих частин.
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Правильність наведених формул перевіряється безпосередньо їх  диференціюванням. Наприклад, формула 14 правильна, бо похідна  правої частини
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дорівнює підінтегральній функції лівої частини.

14.4. Безпосереднє інтегрування

Знаходження інтегралів за допомогою таблиці найпростіших інтегралів та основних властивостей невизначеного інтеграла, залучаючи тотожні перетворення підінтегральної функції, називається  безпосереднім інтегруванням. Наведемо декілька прикладів безпосередньго інтегрування.

Приклади: 
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У даному прикладі були використані властивості 3 та 4 і далі, відповідно  до формули 3, 1, 12, 2  таблиці інтегралів.
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було використане співвідношення
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8. 
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Для перевірки знайдених інтегралів треба знайти похідні від одержаних первісних і довести, що 
[image: image150.wmf]()()
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.
Запитання для самодіагностики.

1. Яка функція називається первісною для даної функції

2.Що називається невизначеним інтегралом?

3.Сформулювати властивості невизначеного інтеграла.

4.Чому дорівнює інтеграл від степеневої функції?

5.Запишіть табличні інтеграли від тригонометричних функцій.

6.Чому дорівнює інтеграл від показникової функції?

7.Знайдіть невизначений інтеграл від функції
[image: image151.wmf]22
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8. Знайдіть невизначений інтеграл від функції
[image: image152.wmf]22
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 9.Знайдіть невизначений інтеграл від функції
[image: image153.wmf]22
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 10.Знайдіть невизначений інтеграл від функції
[image: image154.wmf]22
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11.В чому полягає метод безпосереднього інтегрування?

Методи інтегрування
 в невизначеному інтегралі
15.1. Метод заміни змінної в невизначеному інтегралі.

15.2. Метод інтегрування частинами.

15.3. Інтегрування виразів, які містять квадратний тричлен.

15.4. Інтегрування раціональних дробів.
15.1. Метод заміни змінної в невизначеному інтегралі
Якщо невизначений інтеграл не є табличним, то в багатьох випадках до мети приведе метод інтегрування заміною змінної, що є основним методом обчислення інтегралів. Метод підстановки або заміни змінної відіграє одну з основних ролей в інтегральному обчисленні
Нехай треба знайти інтеграл 
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, який безпосередньо обчислити не можна, де підінтегральна функція – неперервна. Припустимо, що 
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Нехай 
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Дійсно,


[image: image162.wmf]((())(())()(())()

dFxCFxxdxfxxdx

jjjjj

¢¢¢

+=×=×

.

Таким чином, формулу доведено. Корисно запам'ятати випадок інтегралів, де чисельник підінтегрального виразу є диференціалом знаменника, тобто
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Якщо тут прийняти  
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Проілюструємо використання методу підстановки.

Приклади .
1. 
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В цьому прикладі зручніше взяти заміну 
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2.
[image: image172.wmf]2
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В чисельнику цього інтеграла бачимо, що 
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3. 
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Взявши 
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Розглянемо заміну змінної в деяких інтегралах, вигляду 
[image: image180.wmf](
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, який безпосередньо обчислити не можна. Припустимо, що змінна інтегрування 
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 буде мати вигляд:
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Отже інтеграл в правій частині вже можна взяти безпосередньо, а після інтегрування знову перейти до початкової змінної 
[image: image187.wmf]x

. Дійсно, знайдемо похідні від обох частин цього співвідношення.

Права частина:
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Ліва частина:
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Тут було враховано, що права частина – це складена функція, де 
[image: image191.wmf]t

 – проміжний аргумент, причому, якщо 
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Отже, похідні правої та лівої частин рівні, а значить і сама рівність має місце з точністю до сталої величини, що не суперечить визначенню невизначеного інтеграла.

Приклад .
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Такого інтеграла в таблиці немає. Якщо покласти  
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Тут використано формулу 
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Необхідно зауважити, що вдалий вибір підстановки викликає деякі труднощі. Для їх успішного подолання необхідно добре володіти технікою диференціювання і твердо знати таблицю інтегралів.
15.2. Метод інтегрування частинами

Нехай 
[image: image207.wmf](
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Тоді 
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. Інтегруючи цю  рівність з урахуванням властивостей  2 і 4 невизначеного інтегралу, одержимо:
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Це є формула інтегрування частинами, вона використовується тоді, коли 
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Формула використовується для знаходження інтегралу 
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Приклади
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Покладемо 
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. Тепер, застосовуючи формулу інтегрування частинами, обчислюємо даний інтеграл.


[image: image232.wmf]x

3

x

2

-

x

2

x

1

-

(

)

×

ó

ô

ô

ô

õ

d

=

2

-

x

ln

x

(

)

-

ln

x

1

-

(

)

+

3.


Покладемо 
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 формулу інтегрування частинами, обчислюємо даний інтеграл.
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Позначимо 
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. Отже застосувавши формулу інтегрування частинами, одержимо


[image: image239.wmf]2

arcsinarcsin

1

x

xdxxxdx

x

=-

-

òò

.

Поклавши
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4. 
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Покладемо 
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 треба спочатку зробити таку заміну 
[image: image248.wmf]sin

xt

=

, тоді 
[image: image249.wmf]cos

dtxdx

=

, а 
[image: image250.wmf]3

dt

dv

t

=

, значить 
[image: image251.wmf]322

11

sin

dt

v

ttx

==-=-

ò

. Тепер, застосовуючи формулу інтегрування частинами, одержуємо:
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Існують цілі класи інтегралів, які беруться лише інтегруванням частинами. Це інтеграли, які містять у підінтегральних функціях або добуток многочлена на тригонометричну, обернену тригонометричну, логарифмічну та показникову функцію, або добуток тригонометричної та показникової функції. Розглянемо один із таких інтегралів на прикладі:

5. 
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 знову беремо частинами. Отже,


[image: image255.wmf]cossinsin

cos

sin

x

x

xxx

ue

duedx

exdxexexdx

dvxdx

vx

=

=

==-

=

=

òò

,

Або
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отже 
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остаточно
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Зауважимо, що існують лише два основних методи інтегрування: підстановка (заміна змінної) і інтегрування частинами. Решта інших методів в цьому напрямку – це застосування зазначених методів для  конкретних класів функцій.
15.3. Інтегрування виразів, 
які містять квадратний тричлен.
Розглянемо інтеграл
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Для обчислення цього інтегралу зробимо такі перетворення: виділемо повний квадрат із квадратного тричлену та одержимо квадратний двочлен
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де
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В останній рівності береться знак плюс, якщо 
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Здобули табличні інтеграли.


Розглянемо інтеграл загального вигляду
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image267.wmf]2
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Квадратний тричлен перетворимо в квадратний двочлен, проведемо заміну змінної та запишемо даний інтеграл у вигляді суми двох інтегралів
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де перший інтеграл в правій частині цієї рівності дорівнює модулю знаменника дробу, а другий – табличний.
Приклад. Знайти інтеграл
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Розв'зання. З квадратного тричлена виділимо повний квадрат, одержимо 
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Зробимо заміну змінної, поклавши 
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Інтеграли вигляду 
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за допомогою перетворень, які було розглянуто вище, приводяться до табличних інтегралів.

Приклад:
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Розв'зання. 
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Поняття визначеного інтеграла. Властивості. Формула Ньютона-Лейбница.

17.1. Задачі, що приводять до поняття визначеного інтеграла. Геометричний та фізичний зміст.
17.2. Властивості визначеного інтеграла.

17.3. Похідна інтеграла за змінною верхньою межею.
17.4. Формула Ньютона-Лейбніца.
17.1. Задачі, що приводять до поняття 
визначеного інтеграла
Нехай невід'ємна функція 
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 визначена і неперервна на відрізку 
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 скінченні числа, графік функції зображено на рис. 17.1).
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Рис.17.1. Площа криволінійної трапеції
1. Розв'яжемо задачу Лейбніца по знаходженню площі криволінійної трапеції, тобто фігури, обмеженої кривою 
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. Для того, щоб розв'язати цю задачу виконаємо такі дії:

1) розіб’ємо довільно відрізок 
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2) оберемо на кожному з відрізків 
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3) в точках 
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Цю суму називають інтегральною сумою для функції 
[image: image295.wmf](
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4.) для знаходження площі криволінійної трапеції припустимо, що всі 
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, прямують до нуля, та найбільший (максимальний) з них частковий відрізок 
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 криволінійної фігури, що зображена на рис.17.1, є границя інтегральної суми , тобто
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Розглянемо задачу Ньютона про знаходження шляху матеріальної точки за час від 
[image: image306.wmf]1
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, якщо відома швидкість руху як функція часу 
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. Якщо швидкість не змінюється протягом часу, тобто 
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тоді повна довжина шляху 
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4.) Знайдемо границю 
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Слід зазначити, що при розв'язанні двох якісно різних задач, було виконано одні і ті ж самі дії. Тому будемо вважати, що на проміжку 
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 задана неперервна функція 
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Якщо існує скінчена границя інтегральної суми 
[image: image330.wmf]n

S

 при 
[image: image331.wmf]max0

i

x

®

, 
[image: image332.wmf]n

®¥

, яка не залежить від способів розбиття відрізка на частки, а також вибору точок 
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 то ця границя називається визначеним інтегралом  від функції 
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 відрізку 
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при цьому сама функція 
[image: image338.wmf]()
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 називається підінтегральною функцією, заданою на відрізку 
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. Числа 
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 та 
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 відповідно називаються верхньою та нижньою межами інтеграла, 
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 – підінтегральним виразом, 
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 – змінною інтегрування.

Зазначимо, що оскільки визначеним інтегралом є границя інтегральної суми, то для існування такої границі, а тому і інтеграла достатньо неперервності функції 
[image: image344.wmf]()
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, бо за теоремою про існування інтеграла достатньо неперервності функції 
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 на відрізку 
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Зауважимо також, що з оскільки визначення визначеного інтеграла також випливає, що величина інтеграла залежить від вигляду функції 
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 і межі інтегрування, то визначений інтеграл визначається однозначно і на відміну від невизначеного інтеграла є числом, яке не залежить від того, якою літерою позначається змінна інтегрування. Отже, можна записати:
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Поняття визначеного інтеграла було введено таким чином, що за умови невід’ємності функції 
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чисельно дорівнює площі 
[image: image353.wmf]S

 під кривою 
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 (див. рис. 17.1). Фігура, зображена на рис. 17.1, то є криволінійна трапеція. Отже, геометричний зміст визначеного інтеграла – площа криволінійної трапеції, яка обмежена кривою 
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.  За фізичним змістом визначений інтеграл
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– це довжина шляху за проміжок часу 
[image: image360.wmf][;]
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, якщо відома швидкість
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 в момент часу 
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. Розв’зання цих двох класичних задач призвело до поняття визначеного інтеграла. 

За економічним змістом визначений інтеграл
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– це обсяг продукції за проміжок часу 
[image: image364.wmf][0,]
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, якщо відома продуктивність праці 
[image: image365.wmf]()
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 в момент часу 
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17.2. Властивості визначеного інтеграла
Розглянемо властивості визначеного інтеграла. 
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де 
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 - константа, тобто сталий множник можна виносити за знак визначеного інтеграла.
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Інтеграл від алгебраїчної суми двох (або скінченного числа) функцій дорівнює сумі інтегралів від цих функцій
6.
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якщо відрізок інтегрування розбити на частки, то інтеграл на всьому відрізку дорівнює сумі інтегралів на складових цього відрізка.
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якщо на відрізку 
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якщо і 
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 – найменше і найбільше значення функції 
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9. Теорема про середнє. Якщо функція 
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 неперервна на 
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Дійсно, якщо 
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 – найменше, а 
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 – найбільше значення функції і 
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Оскільки функція 
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 неперервна на 
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, то з властивостей неперервної функції на відрізку вона приймає всі проміжні значення між 
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Всі властивості визначеного інтегралу наведені вище є теоремами, доведення яких рекомендується студентам для самостійної роботи.

17.3. Похідна інтеграла за змінною верхньою межею

Якщо функція 
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 інтегрована на 
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, то вона також буде інтегрованою на відрізку 
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. Інтеграл від такої функції є деяка функція залежна від 
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У цьому інтегралі нижня його межа 
[image: image409.wmf]a

 – фіксоване число, а верхня межа 
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 змінюється. У останньому виразі використовується змінна інтегрування 
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, щоб відрізнити її від верхньої межі інтегрування. На основі теореми про середнє можна встановити також, що функція 
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 визначена і неперервна на відрізку 
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. Чисельно вона дорівнює площі криволінійної трапеції, основою якої є проміжок 
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Теорема. Якщо функція 
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 похідна від функції 
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Доведення. Нехай 
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 - точка неперервності 
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, дамо їй деякий приріст 
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. Тоді і функція 
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 також одержить деякий приріст 
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Останній інтеграл було одержано за допомогою властивості 6 для визначеного інтеграла. Оскільки

[image: image428.wmf]()()

xx

x

Fxfudu

+D

D=

ò

,
то застосовуючи теорему про середнє здобудемо
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де 
[image: image430.wmf][;]
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[image: image431.wmf]0

x

D®

, а також зважаючи на те, що при цьому 
[image: image432.wmf]x

x

®

, маємо

[image: image433.wmf]0

()

lim()()

x

Fx

Fxfx

x

D®

D

¢

==

D

.
Таким чином, теорему доведено.

З цієї теореми виходить, що якщо функція 
[image: image434.wmf]()
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 неперервна на відрізку 
[image: image435.wmf][;]
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, то для неї існує первісна на цьому відрізку, і як одну з первісних можна взяти інтеграл з змінною верхньою межею. Звідси також випливає, що невизначений інтеграл від функції 
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fx

, неперервної на 
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 є одним з інтегралів зі змінною верхньою межею, тобто
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xab

"Î

,
де 
[image: image440.wmf]C

 ‑ деяка стала.
17.4.Формула Ньютона-Лейбніца

Якщо 
[image: image441.wmf]()
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 є яка-небудь первісна для неперервної на 
[image: image442.wmf][;]
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 функції 
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, то має місце формула

[image: image444.wmf]()()()

b

a

fxdxFbFa

=-

ò

.
Доведення. Якщо 
[image: image445.wmf]()

Fx

 є яка-небудь первісна, для функції 
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, то і функція 
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 - також первісна для 
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. Дві первісні відрізняються одна від одної лише константою, тобто
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Остання рівність буде справедливою при відповідному виборі сталої 
[image: image450.wmf]1
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 для всіх значень 
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, тобто являється тотожністю. Щоб визначити 
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 покладемо 
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звідки 
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Тепер, якщо взяти 
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Отже формулу Ньютона-Лейбніца доведено.
Відзначимо, що оскільки всі первісні відрізняються одна від одної лише константою, то різниця 
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 не залежить від вибору 
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Відшук визначених інтегралів за допомогою формули Ньютона-Лейбніца проводиться в два кроки: спочатку за методами знаходження невизначеного інтеграла визначають деяку первісну 
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 для функції 
[image: image462.wmf]()
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, а потім знаходимоїї приріст на проміжку 
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. Для позначення приросту первісної вводять символ подвійної підстановки, який зручно використовувати при розв’язанні прикладів, а саме:
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Приклади 
Обчислити інтеграли за формулою Ньютона-Лейбніца
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Запитання для самодіагностики

1.Що називається інтегральною сумою функції 
[image: image467.wmf](

)

fx

 на 
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2.Дати означення визначеного інтеграла.

3.Сформулювати основні властивості визначеного інтеграла.

4.Як знайти середнє значення функції на проміжку
[image: image469.wmf][
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5.Який геометричний зміст визначеного інтеграла?

6.Який фізичний зміст визначеного інтеграла?

7..Який економічний зміст визначеного інтеграла?

8. В чому полягає різниця між визначеним та невизначеним інтегралами?

9.Чому дорівнює похідна від визначеного інтеграла із змінною верхньою границею?

10.Записати формулу Ньютона-Лейбніца для обчислення визначеного інтеграла.
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