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13.6. Критерії згоди щодо закону розподілу
13.1. Загальні поняття 

Будь-яке судження про генеральну сукупність за результатами дослідження вибіркової сукупності є гіпотезою. Статистичною гіпотезою є припущення відносно параметрів або закону розподілу випадкової величини. Вихідне твердження про відсутність істотної відмінності між емпіричною та теоретичною характеристиками називається основною, або нульовою гіпотезою (
[image: image1.wmf]0
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). Саме вона і підлягає перевірці. За твердженням нульової гіпотези 
[image: image2.wmf]q
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, тобто значення параметру 
[image: image3.wmf]*
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, яке ми отримуємо за результатами дослідження вибіркової сукупності, дорівнює значенню цього параметру 
[image: image4.wmf]q

 у генеральній сукупності. Протилежна гіпотеза, що розглядає наявність відмінності будь-якого знаку, називається конкуруючою, або альтернативною (
[image: image5.wmf]1
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). Альтернативна гіпотеза може мати різний зміст в залежності від задачі, що розглядається. Наприклад, 
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 або 
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 та інші.
Розрізняють гіпотези, які містять одне або більше одного припущень. Гіпотеза називається простою, якщо вона містить тільки одне припущення, якщо більше – то складною. 
Наслідком перевірки гіпотези можуть бути правильні висновки двох типів: основну гіпотезу нема підстав відхилити, і ця гіпотеза дійсно є правильною, або основна гіпотеза відхиляється, і вона дійсно хибна. 

Однак при перевірці статистичної гіпотези можна припуститись помилки. Ці помилки теж бувають двох типів. Помилка першого роду полягає в тому, що правильна нульова гіпотеза помилково буде відхилена («хибна тривога»). Ймовірність помилки першого роду називають рівнем значущості і позначають через 
[image: image10.wmf]a

. При статистичних дослідженнях зазвичай прийняті рівні значущості 0,05 та  0,01. Помилка другого роду полягає в тому, що хибна нульова гіпотеза буде прийнята («небезпека вчасно не буде поміченою»). Ймовірність помилки другого роду позначають через 
[image: image11.wmf]b

. Оскільки помилки другого роду мають більш важкі наслідки, то в тому разі, коли виникають сумління, краще відхилити правильну нульову гіпотезу, ніж прийняти хибну.
Перевірка статистичної гіпотези здійснюється за допомогою статистичного критерію. Статистичним критерієм називають випадкову величину, яка застосовується для перевірки статистичної гіпотези. Позначення статистичного критерію може бути різним, це залежить від того, який саме критерій використовується. Побудова статистичного критерію передбачає вибір певної функції від результатів спостережень (емпіричних значень ознаки), яка використовується для визначення міри відмінності між емпіричними значеннями та гіпотетичними. 

Статистичні критерії поділяються на параметричні і непараметричні. Параметричними є критерії, застосування яких передбачає обчислення параметрів розподілу ймовірностей ознаки (середнього та дисперсії). До цієї групи належать критерій Стьюдента (
[image: image12.wmf]t

– критерій), критерій Пірсона (критерій 
[image: image13.wmf]2

c

), критерій Фішера (
[image: image14.wmf]F

– критерій). При користуванні непараметричними критеріями застосовуються частоти або ранги. До цієї групи належать критерій Колмогоров, критерій Вілкоксона тощо.
Область припустимих значень відповідає значенням статистичного критерію, при яких нульову гіпотезу приймають. Слід зазначити, що нульову гіпотезу підтвердити неможливо, однак результати застосування статистичного критерію можуть свідчити про те, що вона не містить протиріч, отже, її нема причин відхилити. Критична область – це множина значень статистичного критерію, при яких нульова гіпотеза відхиляється на користь альтернативної. Критична область може бути двосторонньою або односторонньою. Критичними точками 
[image: image15.wmf]kp
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 називають точки, що відділяють критичну область від області припустимих значень. Рівень значущості статистичного критерію дорівнює ймовірності події, яка полягає у тому, що при правильній нульовій гіпотезі значення статистичного критерію належатиме критичній області, що призведе до необхідності відхилити правильну нульову гіпотезу.
Природно прагнути мінімізувати ймовірність статистичних помилок. Однак при зниженні рівня значущості 
[image: image16.wmf]a

, що супроводжується зменшенням ймовірності виникнення помилки I-го роду, збільшується ймовірність помилки II-го роду. Тому вводять поняття потужності критерію. Величина 
[image: image17.wmf]b
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 називається потужністю критерію і визначає ймовірність попадання значення статистичного критерію до критичної області за умови, що альтернативна гіпотеза є справедливою. Одночасно зменшити ймовірність похибок І-го та ІІ-го родів можна тільки завдяки збільшенню обсягу вибіркової сукупності.
 Усі статистичні критерії припускають деякий конкретний тип математичної моделі (наприклад, нормально розподілена сукупність із заданим значенням дисперсії). На практиці умови, які ставить математична модель, можуть і не виконуватися, що призводить до зростання ймовірності неправильних висновків, які роблять на основі критерію, що розглядається. Для одних критеріїв подібне зниження надійності висновків відбувається у більшій мірі, ніж для інших. Стійкими, або робастними, називають критерії, для яких помірні відхилення сукупності від математичної моделі, що припускається, мало впливають на надійність висновків.

Типовий алгоритм перевірки статистичних гіпотез передбачає:

1. Формулювання нульової 
[image: image18.wmf]0
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 та альтернативної 
[image: image19.wmf]1
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 гіпотез.

2. Вибір критеріальної статистики (статистичного критерію). 

3. Вибір рівня значущості 
[image: image20.wmf]a

.

4. Обчислення емпіричного значення статистичного критерію.

5. Порівняння емпіричного і критичного значень критерію. 

6. Висновки щодо статистичної значущості розбіжностей значень числових характеристик, що розглядаються нульовою гіпотезою.

  Для перевірки гіпотез використовуються різні статистичні критерії  залежно від задачі, що розглядається. 
13.2. Перевірка гіпотези щодо рівності дисперсій

двох нормально розподілених генеральних сукупностей


Нехай є дві випадкові величини 
[image: image21.wmf]X

 та 
[image: image22.wmf]Y

, що мають нормальний розподіл. Сукупність значень кожної з випадкових величин будемо розглядати як генеральну сукупність. Отже, маємо дві нормально розподілених генеральних сукупності 
[image: image23.wmf]X

 та 
[image: image24.wmf]Y

, з яких вилучені дві незалежних вибіркових сукупності обсягами 
[image: image25.wmf]n

 і 
[image: image26.wmf]m

. Для кожної з вибіркових сукупностей обчислили виправлені дисперсії 
[image: image27.wmf]2
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. Необхідно при заданому рівні значущості 
[image: image29.wmf]a

 перевірити нульову гіпотезу про рівність дисперсій цих випадкових величин, тобто 
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. В якості статистичного критерію для перевірки цієї гіпотези розглядається критерій Фішера, тобто випадкова величина 
[image: image31.wmf]F

, яка визначається як відношення більшої дисперсії до меншої:
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де 
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 – більша з виправлених дисперсій;
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 – менша з виправлених дисперсій.

Випадкова величина 
[image: image35.wmf]F

 розподілена за статистикою Фішера.

Якщо альтернативною є гіпотеза 
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, то критична область є односторонньою, і її границя (критична точка) визначається співвідношенням:
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тобто при умові, що основна гіпотеза не є хибною, ймовірність того, що значення випадкової величини 
[image: image38.wmf]F

 належатиме критичні області, дорівнює прийнятому заздалегідь рівню значущості 
[image: image39.wmf]a

. Величина 
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 визначається за статистикою Фішера при заданому рівні значущості 
[image: image41.wmf]a

 та кількості степенів свободи 
[image: image42.wmf]1
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 більшої з дисперсій, а також кількості степенів свободи 
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 меншої з дисперсій. 
Якщо 
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, то з надійністю 
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 нульову гіпотезу нема підстав відхилити. Якщо 
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, то нульова гіпотеза відхиляється.
Якщо альтернативною є гіпотеза 
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, то критична область є двосторонньою, тоді права критична точка, з якою порівнюється емпіричне значення критерію, визначається співвідношенням:
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Приклад. За двома методиками проведені вимірювання однієї й тієї ж фізичної величини. Одержані наступні  результати:

а) для першої методики: 
[image: image49.wmf]6
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б) для другої методики: 
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Перевірити, чи можна вважати, що обидві методики забезпечують однакову точність вимірювань, якщо прийняти рівень значущості 
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Розв’язання. Вважатимемо, що результати вимірювань розподілені нормально і вибірки є незалежними. Оскільки точність вимірювання визначається величиною дисперсій, то задача полягає у перевірці нульової гіпотези 
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 при конкуруючій гіпотезі 
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. Розрахунки основних числових характеристик випадкових величин 
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 та 
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 дали наступні результати: 
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Конкуруючою є гіпотеза 
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, тобто критична область двостороння, тому критичну точку розподілу Фішера визначаємо для 
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. Кількість ступенів вільності становить 
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, то гіпотезу про рівність генеральних дисперсій немає підстав відхилити. Іншими словами, виправлені дисперсії розрізняються несуттєво, отже, обидві методики забезпечують однакову точність вимірювань.

13.3. Перевірка гіпотези щодо рівності двох середніх нормальних генеральних сукупностей

Нехай є дві вибіркові сукупності обсягами 
[image: image67.wmf]n

 і 
[image: image68.wmf]m
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, що містять значення випадкових величин 
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 та 
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, дисперсії яких невідомі. Необхідно при заданому рівні значущості 
[image: image72.wmf]a

 перевірити нульову гіпотезу про рівність математичних сподівань цих випадкових величин, тобто 
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. В якості альтернативної вибирається гіпотеза 
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Розглянемо випадок, коли дисперсії невідомі та однакові (малі незалежні вибірки). Визначимо вибіркові середні 
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 і 
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 та виправлені вибіркові дисперсії 
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 цих випадкових величин. Їх генеральні дисперсії хоча й невідомі, але вважаються однаковими.

Перевірка основної гіпотези здійснюється за 
[image: image79.wmf]t

-критерієм. Спостережуване значення критерію обчислюється співвідношенням:
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Воно порівнюється із критичною точкою розподілу Стьюдента для заданого рівня значущості 
[image: image81.wmf]a

 і кількості степенів свободи 
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. Згідно з альтернативною гіпотезою критична область є двосторонньою. Отже, за таблицею визначаємо значення 
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, то нульову гіпотезу немає підстав відхилити, отже, за даним рівнем значущості 
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, то нульову гіпотезу відхиляють.
Приклад. За двома незалежними вибірками обсягами 
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, що вилучені з нормально розподілених генеральних сукупностей, знайдені вибіркові середні: 
[image: image89.wmf]2

,

31

=

x

, 
[image: image90.wmf]2

29

,

=

y

 та виправлені дисперсії: 
[image: image91.wmf]84

,

0

2

=

X

S

 і 
[image: image92.wmf]40

,

0

2

=

Y

S

. При рівні значущості 
[image: image93.wmf]05

,

0

=

a

 перевірити нульову гіпотезу 
[image: image94.wmf])

(

)

(

:

Y

M

X

M

H

=

0

 при конкуруючій гіпотезі 
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Розв’язання. Застосування критерію Стьюдента передбачає, що обидві генеральні сукупності мають однакові дисперсії, отже, спочатку за критерієм Фішера необхідно перевірити гіпотезу про рівність генеральних дисперсій 
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, тому критична область є правобічною. При рівні значущості 
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[image: image103.wmf]41

,

2

)

17

;

11

(

05

,

0

=

F

. Оскільки 
[image: image104.wmf]05

,

0

.

F

F

ем

<

, то нульову гіпотезу про рівність генеральних дисперсій немає підстав відхилити. 
Оскільки припущення про рівність генеральних дисперсій виконується, то можна порівнювати середні за 
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 – критерієм. Обчислимо спостережуване значення 
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 критерію за формулою (13.4):
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За умовою альтернативна гіпотеза має вигляд 
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, тому критична область є двосторонньою. За рівнем значущості 0,05 і кількістю степенів свободи 
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, то нульову гіпотезу про рівність середніх слід відхилити, оскільки розбіжність між вибірковими середніми є статистично значущою. 
13.4. Перевірка гіпотези щодо рівності 
вибіркової середньою математичному сподіванню
Припустимо, що треба перевірити основну гіпотезу щодо рівності генеральної середньої, статистичною оцінкою якої є вибіркова середня, і математичного сподівання випадкової величини, тобто 
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де 
[image: image118.wmf]x
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 – виправлене середнє квадратичне відхилення випадкової величини 
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Випадкова величина 
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 має розподіл Стьюдента з кількістю степенів свободи 
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 нульова гіпотеза відхиляється на користь альтернативної. 


Критична область статистичного критерію залежить від вигляду альтернативної гіпотези. Якщо альтернативна гіпотеза полягає у тому, що 
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, то критична область є двосторонньою. У цьому разі поняття припустимого інтервалу для статистичного критерію збігається з поняттям довірчого інтервалу для математичного сподівання (12.6), а саме:
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Приклад. З партії товару вибрано 16 одиниць для вибіркового контролю щодо відповідності нормі всієї партії товару. За результатами вимірювання виявилось, що 
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, чи можна вважати відмінності між генеральною середньою та математичним сподіванням, яке повинно дорівнювати 20, статистично незначущими.
Розв’язання. Перевірці підлягає основна гіпотеза 
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, отже, критична область є двосторонньою. Перевірку здійснюємо за критерієм Стьюдента. Визначаємо емпіричне значення критерію: 
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, отже, за таблицею значень для статистики Стьюдента визначаємо  
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, то нульову гіпотезу нема підстав відхилити, тобто за результатами вибіркового контролю можна вважати, що властивості партії товару відповідають нормі.
13.5. Критерій згоди відносно частоти

Нехай 
[image: image139.wmf]p

 – ймовірність події, 
[image: image140.wmf]n

 – обсяг вибірки, 
[image: image141.wmf]m

 – частота події у цій вибірці. 
Перевіримо гіпотезу 
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За теоремою Лапласа будуємо критичну область частот. Оскільки у випадку біноміального розподілу 
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тобто з довірчою ймовірністю 
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Якщо емпірична частота не належить цьому інтервалу, то з рівнем значущості 
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 нульова гіпотеза 
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 відхиляється.

Приклад. У вибірковій сукупності обсягом 
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 разів. З теоретичних міркувань імовірність події 
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. Перевірити, чи можна вважати, що вибіркова частота відповідає теоретичній ймовірності.
Розв’язання. Отже, гіпотеза 
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Вибираємо надійність 
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. За таблицею значень функції Лапласа визначаємо, що 
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Оскільки частота 
[image: image165.wmf]151
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 належить цьому інтервалу, то нульову гіпотезу нема підстав відхилити.

13.6. Критерії згоди щодо закону розподілу

Часто закон розподілу випадкової величини в генеральній сукупності є невідомим, але певні припущення відносно його характеру можна зробити, судячи з гістограми у вибірковій сукупності. У цьому випадку перевіряють гіпотезу щодо закону розподілу у генеральній сукупності. Основна гіпотеза у цьому випадку полягає у тому, що розбіжність між емпіричними частотами і частотами, що обчислюються відповідно до певного закону розподілу, є статистично не значущими. Для перевірки цієї гіпотези можуть застосовуватись кілька критеріїв згоди.
13.6.1. Критерій згоди Пірсона. Для перевірки основної гіпотези  щодо закону розподілу в генеральній сукупності обчислюється випадкова величина:
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де 
[image: image167.wmf]s

 – кількість інтервалів згрупованого ряду розподілу; 
     
[image: image168.wmf]i
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 – емпіричні частоти, тобто ті, що спостерігаються у вибірковій сукупності; 
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 – теоретичні частоти, тобто ті, що обчислюються відповідно до певного закону розподілу.

Випадкова величина 
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, або критерій Пірсона розподілена за законом Пірсона з кількістю степенів свободи 
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 – кількість параметрів теоретичного закону розподілу (для нормального закону 
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Емпіричне значення критерію Пірсона, що обчислюється за формулою (13.7), порівнюють з критичними значеннями 
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, то нульову гіпотезу 
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 нема підстав відхилити, тобто припускаємий закон розподілу відповідає емпіричним даним, при цьому ми помиляємось в п’яти випадках із ста, приймаючи можливо хибну гіпотезу (похибка другого роду).

Якщо 
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, то нульову гіпотезу слід відкинути, тобто розбіжність між емпіричними частотами і частотами, які обчислювались відповідно до певного припущення відносно закону розподілу у генеральній сукупності, є статистично значущою. Отже, приймається альтернативна гіпотеза 
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. При цьому ми помиляємось в одному випадку із ста, відкидаючи можливо правильну гіпотезу (похибка першого роду).

Якщо 
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)

(

)

k

k

2

,

,

01

0

2

2

05

0

c

c

c

<

<

, то це область невизначеності, і необхідні додаткові дослідження. 

13.6.2. Критерій згоди Колмогорова. Обчислимо теоретичні 
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 значення інтегральної функції розподілу. 

Побудуємо випадкову величину:
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де 
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 – загальна кількість дослідів.

Якщо 
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[image: image193.wmf]63

,

1

³

l

 то з рівнем значущості 
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 відхиляється; якщо 
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 – це область невизначеності.

13.6.3. Критерій Романовського. Цей критерій, що використовується для оцінки наближення емпіричного розподілу до теоретичного, базується на визначенні випадкової величини 
[image: image197.wmf]2
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 за формулою (13.8), яка обчислена у припущенні наявності нормального закону розподілу.
Далі, враховуючи кількість ступенів свободи k, розглядають вираз 
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. Якщо його величина менше 3, то це дає підстави прийняття теоретичний розподілу за закон розподілу генеральної сукупності.

Приклад. За результатами дослідження вибіркової сукупності маємо, що 
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. Перевірити, чи відповідає закон розподілу генеральної сукупності нормального закону розподілу.

Розв’язання. Обчислимо критерій Романовського: 
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Отже, це означає, що закон розподілу у генеральній сукупності можна вважати нормальним. 

13.6.4. Критерій Ястремського. Недоліком більшості критеріїв згоди є те, що вони не дають прямої відповіді на питання щодо можливості застосування до даного емпіричного розподілу певного теоретичного розподілу, а вказують лише на ймовірність розбіжності між ними. Цей недолік усувається при використанні критерію Ястремського, який дає пряму відповідь на питання про міру розбіжності між емпіричним та теоретичним розподілом. При побудові критерія Ястремського використовується критерій Пірсона. У загальному вигляді критерій Ястремського можна записати наступним чином: 
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де 
[image: image203.wmf]n

 – кількість груп; 
     Q – величина, що залежить від кількості груп, але при кількості груп менше 20, приймається рівною 0,6.

Оскільки випадкова величина 
[image: image204.wmf]l

 розподілена за нормальним законом, то з імовірністю 0,997 вона за абсолютною величиною не повинна перевищувати трійку. Таким чином, якщо 
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, то емпіричний розподіл підпорядковується теоретичному закону розподілу. При 
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 емпіричний розподіл не відповідає теоретичному розподілу.

Приклад. За результатами дослідження вибіркової сукупності маємо, що 
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. Перевірити, чи відповідає закон розподілу генеральної сукупності нормального закону розподілу.

Розв’язання. Обчислимо критерій Ястремського:
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Оскільки 
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, то емпіричний розподіл можна вважати нормальним. 



13.5. Питання для самоперевірки
1. Дати означення нульової та альтернативної гіпотез.

2. Які гіпотези називають параметричними?

3. Які гіпотези називають не параметричними?

4. Що називають простою та складною статистичними гіпотезами?

5. Що називається статистичним критерієм?

6. Що називається емпіричним значенням критерію?

7. Область прийняття нульової гіпотези. Критичні точки.

8. Критична область. Які бувають критичні області?

9. Загальна методика перевірки правильності нульової гіпотези.

10. Що таке рівень значущості 
[image: image212.wmf]a
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11. Помилки першого та другого роду.

12. Що таке потужність критерію?

13. Алгоритм перевірки правильності 
[image: image213.wmf]a
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, при альтернативних гіпотезах
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14. Який закон розподілу має випадкова величина 
[image: image217.wmf])
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15. За якою статистикою визначаються критичні точки для статистичного критерію 
[image: image218.wmf])

(

B

B

x

a

x

z

s

-

=

?
16. Коли застосовується статистичний критерій 
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17. Як обчислюються критичні точки для статистичного критерію 
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18. Перевірка правильності гіпотези 
[image: image221.wmf])
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19. Який закон розподілу ймовірностей має статистичний критерій 
[image: image222.wmf])
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20. Який закон розподілу ймовірностей має статистичний критерій 
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21. Перевірка правильності 
[image: image224.wmf]y

x

D

D

H

=

:

0

.
22. Який закон розподілу ймовірностей має статистичний критерій 
[image: image225.wmf]2
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23. Що називають емпіричними частотами?

24. Що називають теоретичними частотами?

25. Як визначається критерій узгодженості Пірсона?

26. Загальна методика перевірки правильності 
[image: image226.wmf]0
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 про закон розподілу ознаки генеральної сукупності.
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