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5.5. Питання для самоперевірки
5.1. Загальні поняття про неперервну випадкову величину
Як вже відзначалось у попередній лекції, випадкові величини поділяються на дискретні та неперервні. Дискретна випадкова величина приймає окремі (ізольовані) значення на проміжку своїх можливих значень, але не може приймати значення, що знаходяться між двома її послідовними значеннями. На відміну він неї неперервна випадкова величина може приймати будь-яке значення на скінченому відрізку або нескінченому проміжку своїх значень. Неперервні випадкові величини в теорії ймовірностей теж позначаються літерами 
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, 
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 (або 
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 – у математичній статистиці).
5.2. Способи завдання неперервної випадкової величини 
та її числові характеристики
Неперервну випадкову величину неможливо задати за допомогою ряду розподілу, оскільки нема можливості перелічити всі її значення навіть у тому випадку, коли вони належать певному відрізку. Отже, єдиний спосіб завдання неперервної випадкової величини – це аналітичний.
Ми вже надали означення функції розподілу, яка дозволяє визначити ймовірність того, що значення, яке приймає випадкова величина, є меншим за певне значення аргументу функції розподілу. Ця функція визначається співвідношенням (4.1). Для неперервної випадкової величини функція розподілу є неперервною, отже, для завдання неперервної випадкової величини поряд з функцією розподілу можна використовувати першу похідну від цієї функції:
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де 
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 − щільність ймовірностей, або диференціальна функція розподілу (на відміну від функції 
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, яку іноді називають інтегральною функцією розподілу). 


Відповідно, функція розподілу є невласним інтегралом від щільності ймовірностей із змінною верхньою границею:
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(5.2)
Функція щільності ймовірностей існує тільки для неперервної випадкової величини, оскільки для дискретної випадкової величини функція розподілу не є неперервною, отже, не є диференційованою.

Теорема. Імовірність того, що неперервна випадкова величина прийме значення, що належатиме інтервалу 
[image: image10.wmf])

;
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, дорівнює визначеному інтегралу від диференціальної функції розподілу, границями якого є границі інтервалу:
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(5.3)
Слід зазначити, що з формули (5.3) виплаває важлива властивість неперервної випадкової величини: ймовірність того, що неперервна випадкова величина прийме певне значення, дорівнює нулю. 
Саме з формули (5.3) випливає імовірнісне тлумачення диференціальної функції розподілу як щільності ймовірностей, оскільки у відповідності з цією формулою ймовірність влучення до певного інтервалу можна розглядати як площу під графіком функції 
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 на цьому інтервалі. Звідси отримуємо такі властивості диференціальної функції розподілу. 
1. Щільність ймовірностей є невід’ємною:
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2. Невласний інтеграл від щільності ймовірностей в границях від 
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 дорівнює одиниці.
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Основні і додаткові числові характеристики неперервної випадкової величини визначаються за допомогою диференціальної функції розподілу. Так, математичне сподівання неперервної випадкової величини 
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 визначається співвідношенням:
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(5.5)

а дисперсія за означенням є:
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(5.6)

де 
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 − щільність ймовірностей.

Для визначення дисперсії формулу (5.6) зручно перетворити:
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(5.7)

Поняття начального та центрального теоретичних моментів, а також моди, медіани, асиметрії та ексцесу для неперервної випадкової величини формально визначаються тими ж самими співвідношеннями, що і для дискретної випадкової величини, однак під математичним сподіванням, яке присутнє у всіх співвідношеннях, в цьому випадку розуміють його визначення за формулою (5.5). 
Приклад. Неперервна випадкова величина задана диференціальною функцією розподілу:
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Визначити основні числові характеристики розподілу та обчислити ймовірність, з якою значення випадкової величини належатимуть інтервалу 
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. Побудувати графіки функції розподілу і щільності ймовірностей.
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Розв’язання. За умовою задачі відома диференціальна функція розподілу випадкової величини, отже, за формулами (5.5) и (5.6) можна визначити основні числові характеристики цієї випадкової величини. Оскільки всі її значення належать проміжку 
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, то границями інтегрування є границі проміжку. Так, для математичного сподівання:
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Аналогічно за формулою (5.7) обчислюємо дисперсію:
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а потім знаходимо середнє квадратичне відхилення:
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Тепер треба визначити функцію розподілу. На рис. 5.1 наведено графік щільності розподілу 
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Рис. 5.1. Приклад графіка диференціальної функції розподілу
Функція щільність ймовірностей задана різними законами на трьох проміжках, отже, функцію розподілу теж визначатимемо на трьох проміжках. 
Нехай 
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Цей результат є прогнозованим, оскільки випадкова величина не має значень, які менші за нуль, то подія, яка полягає в тому, що вона прийме таке значення, є неймовірною.

Якщо 
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, тоді вихідний інтеграл надаємо як суму двох інтегралів:
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Якщо 
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, тоді вихідний інтеграл є сумою трьох інтегралів:
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Цей результат також є прогнозованим, оскільки всі значення випадкової величини є меншими за 
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, то подія, яка полягає в тому, що вона прийме таке значення, є вірогідною.

Отже, ми знайшли функцію розподілу за диференціальною функцією розподілу. Вона має вигляд:
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На рис. 5.2 наведено графік функції розподілу 
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Рис. 5.2. Приклад графіка функції розподілу
Ймовірність того, що випадкова величина прийме значення, яке належить проміжку 
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, можна визначити за формулою (5.2): 
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Останній результат є також прогнозованим, оскільки точка 
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 є медіаною даного розподілу.
5.3. Основні закони розподілу неперервної випадкової величини

5.3.1. Рівномірний розподіл. Рівномірним називається закон розподілу неперервної випадкової величини, диференціальна функція розподілу якого має вигляд:
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(5.8)

тобто на проміжку 
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, до якого належать усі можливі значення випадкової величини, щільність ймовірностей є сталою величиною.
Рівномірний закон визначається двома параметрами: початком (
[image: image45.wmf]a

) і кінцем (
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) інтервалу, до якого належать усі значення неперервної випадкової величини. Отже, він є двопараметричним.


Відповідно, функція розподілу неперервної випадкової величини, що розподілена за рівномірним законом, має вигляд:
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На рис. 5.3 наведені графіки щільності ймовірностей та функції розподілу неперервної випадкової величини, що розподілена за рівномірним законом.  
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Рис. 5.3. Щільність ймовірностей 
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 та функція розподілу 
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при розподілі за рівномірним законом

Визначимо основні числові характеристики випадкової величини, що розподілена за рівномірним законом. Так, математичне сподівання дорівнює:
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Обчислюємо математичне сподівання квадрату випадкової величини:
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Отже, дисперсія випадкової величини дорівнює:
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Звідси находимо середнє квадратичне відхилення:
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5.3.2. Показниковий розподіл. Показниковим, або експоненціальним називається закон розподілу неперервної випадкової величини 
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, якщо її функція щільності імовірності має вигляд:
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де 
[image: image56.wmf]l

 − параметр функції показникового розподілу. 

Для випадкової величини, що розподілена за експоненціальним законом, функція розподілу має вигляд:
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Рис. 5.4. Щільність ймовірностей 
[image: image59.wmf])

(

x

f

 та функція розподілу 
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при розподілі за експоненціальним законом

Показників розподіл є однопараметричним з параметром 
[image: image61.wmf]l

.

Визначимо основні числові характеристики випадкової величини, що розподілена за експоненціальним законом. 
У цьому випадку математичне сподівання дорівнює:
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Для обчислення депресії визначимо спочатку математичне сподівання квадрату випадкової величини:
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Тепер обчислимо дисперсію випадкової величини, що розподілена за показниковим законом:
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Відповідно, середнє квадратичне відхилення дорівнює:
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Отже, для випадкової величини, яка розподілена за показниковим законом, має місце співвідношення:
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Відповідно, для цього закону коефіцієнт варіації дорівнює 100%:
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Приклад. Випадкова величина розподілена за показниковим законом з параметром 
[image: image68.wmf]2
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. Визначити ймовірність того, що випадкова величина прийме значення, яке менше за її математичне сподівання.

Розв'язання. Закон є показниковим, отже, 
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. Необхідно визначити імовірність події, яка полягає в тому, що значення випадкової величини належатимуть відрізку 
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Отже, для показникового закону розподілу майже 40% значень випадкової величини менші за її математичне сподівання.

5.3.3. Нормальний розподіл. Найбільш поширеним є нормальний закон розподілу неперервної випадкової величини. Головна його відмінність полягає у тому, що цей закон є граничним, тобто при певних умовах до нього наближаються деякі інші закони розподілу. 
Випадкова величина 
[image: image72.wmf]x

 вважається розподіленою за нормальним законом, якщо її диференціальна функція розподілу (щільність імовірності)  має вигляд: 
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(5.12)
де 
[image: image74.wmf]a

 − математичне сподівання випадкової величини 
[image: image75.wmf]x
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[image: image76.wmf]s

 − середнє квадратичне відхилення випадкової величини.

Доведемо що саме основні числові характеристики і є параметрами нормального розподілу. Визначимо математичне сподівання випадкової величини, що розподілена за нормальним законом:
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[image: image78.wmf].
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При обчисленні математичного сподівання приймалось до уваги, що перший доданок в останньому перетворенні дорівнює нулю, а невласний інтеграл 
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 є інтегралом Ейлера – Пуассона і дорівнює 
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.


Також визначаємо дисперсію випадкової величини за формулою:
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З цією метою аналогічно до того, як це було зроблено при визначенні математичного сподівання випадкової величини, що розподілена за нормальнім законом, проведемо заміну змінної 
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 і застосуємо інтегрування частинами. Як наслідок, отримаємо результат: 
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. Отже, параметр 
[image: image84.wmf]s

 у диференціальній функції розподілу для нормального закону є середнім квадратичним відхиленням. 
Функція розподілу для нормального закону має вигляд:
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(5.13)
На рис. 5.5 наведені графіки інтегральної і диференціальної функцій розподілу для нормального закону.
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Рис. 5.5. Графіки та щільності ймовірностей 
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розподілу 
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 для нормального закону
Нормальний закон розподілу є двопараметричним, його параметрами є математичне сподівання 
[image: image90.wmf]a

 та середнє квадратичне відхилення 
[image: image91.wmf]s

. 
Неперервна випадкова величина, що розподілена за нормальним законом, ще називається гаусовою і позначається як  
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 і 
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 – параметри розподілу.

Розглянемо вплив параметрів розподілу на диференціальну функцію розподілу. Центр сукупності (математичне сподівання) відповідає максимуму диференціальної функції розподілу. Оскільки крива симетрична, то для нормального закону мода випадкової величини дорівнює її медіані і обидві вони співпадають з математичним сподіванням:
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Зміна параметра 
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 призводить до зсуву кривої вздовж осі 0Х. 


Параметр 
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 характеризує розпорошення випадкової величини навколо математичного сподівання. Середнє квадратичне відхилення дорівнює відстані від точки перегину кривої 
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 до точки максимуму. Чим більше 
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, тим ширше крива і тим нижче її максимум (оскільки площа під кривою 
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 є сталою величиною і дорівнює одиниці).


При 
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 отримуємо співвідношення для визначення щільності ймовірностей у вигляді:
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Отже, ми отримали функцію Гауса. 
Таким чином, функція 
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 є диференціальною функцією розподілу випадкової величини 
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, яка розподілена за нормальним законом, що має числові характеристики: 
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, а відповідна їй диференціальна функція розподілу має назву нормованої кривої. 
Розглянемо тепер функцію розподілу для випадку 
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Перший доданок в цій формулі містить інтеграл Ейлера – Пуассона і дорівнює 0,5, а другий доданок – це функція Лапласа 
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, то функція розподілу випадкової величини, що розподілена за нормальним законом, має вигляд:
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Для випадкової величини, що розподілена за нормальним законом, додаткові числові характеристики – коефіцієнт асиметрії і ексцес – мають наступні значення:
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На рис. 5.6 показано вплив асиметрії на вигляд графіка функції щільності ймовірностей. 
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Рис. 5.6. Вигляд диференціальної функції розподілу залежно від знака коефіцієнта асиметрії
За коефіцієнтом асиметрії порівнюють внески значень випадкової величини, які менші та більші за математичне сподівання. Якщо 
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, то внесок значень випадкової величині, більших за математичне сподівання, більш вагомий, отже, крива розподілу «розмита» вбік більших значень випадкової величини. Якщо 
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Ексцес характеризує гостроверхівність кривою розподілу у порівнянні з кривою Гауса, для якої 
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, то верхівка кривої розподілу є більш гострою, ніж для кривої Гауса, якщо 
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, то вона є більш пологою.
Визначимо ймовірність того, що значення випадкової величини належатиме проміжку 
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. За формулою (5.4) вона обчислюється як різниця значень інтегральної функції розподілу на границях інтервалу: 
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Запишемо цю формулу з використанням означення функції розподілу для випадкової величини, що розподілена за нормальним законом:
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Отже, для визначення ймовірності влучення значення випадкової величини у заданий інтервал, ми отримали формулу:
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(5.14)

За формулою (5.14) визначимо ймовірність відхилення випадкової величини від математичного сподівання на величину, що менша за 
[image: image131.wmf]d

, тобто ймовірність нерівності 
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. Відповідно до формули (5.14) маємо:
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[image: image134.wmf].
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Отже, остаточно отримуємо формулу:
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(5.15)

Відповідно, відхилення випадкової величини від свого математичного сподівання на величину, що неменша за 
[image: image136.wmf]d

, становить:

[image: image137.wmf].

2

1

)

(

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

³

-

s

d

d

x

Ф

a

P






(5.16)

Розглянемо як приклад застосування формули (5.16) випадки, коли відхилення випадкової величини від свого математичного сподівання є кратним середньому квадратичному відхиленню.
Нехай 
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За таблицею значень функції Лапласа 
[image: image140.wmf])
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 знаходимо, що 68,24% усіх значень випадкової величини, яка розподілена за нормальним законом, припадає на проміжок 
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, тобто належать проміжку, що знаходиться між точками перегину диференціальної функції розподілу.
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Відповідно, 95,44% значень випадкової величини належать проміжку 
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Нехай 
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Отже, 99,73% значень випадкової величини належать проміжку 
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На базі останнього співвідношення побудовано правило трьох сигм. Згідно з цим правилом відхилення випадкової величини, що розподілена за нормальним законом, від свого математичного сподівання на величину, яка більша за 
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5.4. Закони розподілу неперервних випадкових величин, що пов’язані із нормальним законом
Одне з ключових питань, які розглядаються в процесі аналізу економічних процесів та явищ, полягає у перевірці правильності висновків, що зроблені на основі досліджень за допомогою статистичних методів. Статистичні критерії, які дозволяють розв’язати цю проблему, базуються на законах розподілу неперервної випадкової величини, про які піде мова у цьому розділі. Отже, проблеми, до розгляду яких ми переходимо, відіграють дуже важливу роль в економічних дослідженнях. 

У попередньому розділі серед законів розподілу випадкових величин, які можна задати в аналітичній формі, ми розглядали нормальний закон розподілу неперервної випадкової величини як самий поширений. Крім того, існують закони, які при збільшенні обсягу вибіркової сукупності наближаються до нормального. Це розподіл Пірсона, розподіл Стьюдента та розподіл Фішера. Усі вони відіграють особливу роль у математичній статистиці при перевірці статистичних гіпотез. 
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Рис. 5.7.  Функція щільності ймовірності випадкової величини 
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Із збільшенням кількості ступенів вільності розподіл випадкової величини 
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Значення випадкової величини 
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5.4.2. Розподіл Стьюдента. Нехай 
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Закон розподілу, за яким розподілена випадкова величина 
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– розподілом. Цей розподіл є однопараметричним, його параметром є 
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. Визначимо основні числові характеристики випадкової величини 
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Функція щільності ймовірностей випадкової величини 
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 є парною, отже, її графік є симетричним відносно осі ОY і є подібним графіку нормального розподілу. Чим більше кількість ступенів вільності, тим ближче розподіл Стьюдента до нормального:
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Суттєвою відмінністю розподілу Стьюдента від нормального закону є те, що «хвости» розподілу Стьюдента повільніше спадають із зростанням значення випадкової величини, ніж «хвости» нормально розподіленої стандартизованої випадкової величини (рис. 5.8). І ця різниця тим більша, чим менше 
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Рис. 5.8. Графік функції щільності ймовірностей випадкової 
величини 
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Значення випадкової величини 
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 визначаються за таблицею розподілу Стьюдента відповідно до значення параметра.

5.4.3. Розподіл Фішера. Нехай є дві випадкові величини, що розподілені за розподілом Пірсона: 
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, тобто ці випадкові величини мають різні кількості ступенів вільності. Тоді розподіл випадкової величини 
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називається розподілом Фішера (Снедекора), або 
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Математичне сподівання випадкової величини 
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На рис. 5.9 наведено графік функції щільності ймовірностей випадкової величини 
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d1) і знаменника (
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Рис. 5.9. Графік функції щільності ймовірностей випадкової 
величини 
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Значення випадкової величини 
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 визначаються за таблицею розподілу Фішера відповідно до значення параметрів.
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5.5. Питання для самоперевірки

1. Поясність, чому ряд розподілу і многокутник розподілу не можуть використовуватися як спосіб завдання неперервної випадкової величини.


2. Які існують способи завдання неперервної випадкової величини?


3. Поясніть, чому неможливо побудувати диференціальну функцію розподілу для дискретної випадкової величини.


4. Пояснить, чому диференціальна функція розподілу має назву щільності ймовірності.


5. Яка відмінність між визначенням числових характеристик розподілу дискретної і неперервної випадкових величин?


6. Назвіть властивості функції розподілу.

7. Назвіть властивості диференціальної функції розподілу.

8. Укажіть зв’язок між функцією розподілу і щільністю ймовірностей.

9. Який закон розподілу неперервної випадкової величини називається рівномірним? Поясніть сенс цієї назви.

10. Назвіть параметри рівномірного закону і наведіть формули для обчислення його основних числових характеристик.

11. Який закон розподілу неперервної випадкової величини називається експоненціальним?

12. Укажіть кількість параметрів показникового закону і наведіть формули для обчислення його основних числових характеристик.

13. Який закон розподілу неперервної випадкової величини називається нормальним? Поясніть сенс цієї назви.

14. Назвіть параметри нормального закону і поясніть їх вплив на вигляд диференціальної функції розподілу.

15. Які значення приймають додаткові числові характеристики розподілу випадкової величини, що розподілена за нормальним законом?

16. Поясніть, який зв’язок існує між функцією Гауса і нормованою диференціальною функцією розподілу. 
17. Як визначається ймовірність влучення значення випадкової величини до певного інтервалу при нормальному законі розподілу?

18. Сформулюйте правило трьох сигм і поясніть, для чого воно застосовується. 

19. Як визначається випадкова величина, що розподілена за розподілом Пірсона?

20. Вкажіть кількість параметрів розподілу Пірсона і назвіть їх.

21. Який зв'язок між розподілом Пірсона і нормальним розподілом?


22. Як визначається випадкова величина, що розподілена за розподілом Стьюдента?


23. Назвіть властивості розподілу Стьюдента.

24. Вкажіть кількість параметрів розподілу Стьюдента і назвіть їх.

25. Як визначається випадкова величина, що розподілена за розподілом Фішера?


26. Вкажіть кількість параметрів розподілу Фішера і назвіть їх.
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