Лекція 3. Схема незалежних випробувань
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3.6. Питання для самоперевірки

3.1. Формула Бернуллі

Розглянемо множину випробувань, при проведенні кожного з яких випадкова подія 
[image: image1.wmf]S

 може мати місце, а може не відбутися, тобто матиме місце подія 
[image: image2.wmf]S

. Нехай при проведенні випробувань виконуються такі умови: 1) наслідки випробувань є взаємно незалежними, тобто поява події у даному випробуванні не залежить від того, скільки разів вона з’являлась у попередніх випробуваннях; 2) випробування є однорідними, тобто ймовірність появи випадкової події 
[image: image3.wmf]S

 є сталою величиною 
[image: image4.wmf]p
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. Схема незалежних і однорідних випробувань називається схемою Бернуллі. Розглядатимемо ймовірність того, що в серії з 
[image: image5.wmf]n

 випробувань випадкова подія 
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 мала місце 
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 разів. 
Якщо ймовірність появи події 
[image: image8.wmf]S

 становить 
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, то, відповідно, ймовірність появи події 
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 становить 
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. Нехай подія 
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 відбулась 
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 разів у серії з 
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 випробувань. Це означає, що інші 
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 разів відбулась подія 
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. Отже, ймовірність того, що, наприклад, у перших 
[image: image17.wmf]m

 випробуваннях подія 
[image: image18.wmf]S

 відбулась, а в інших – не відбулась, визначається за теоремою множення несумісних подій і дорівнює 
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. Однак те, що подія з’явиться 
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 разів, не обов’язково має місце у перших 
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 випробуваннях. Умові задачі відповідає будь-яка перестановка 
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 випробувань, у яких мала місце подія 
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, по 
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 місцям, що відповідають загальній кількості випробувань. Отже, ймовірність того, що подія 
[image: image25.wmf]S

 з’явиться 
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 разів у серії з 
[image: image27.wmf]n

, є сумою однакових доданків, кількість яких дорівнює кількості сполучень 
[image: image28.wmf]m
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 із множини 
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 по 
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 елементів (оскільки порядок появи подій не має значення, то мова йде саме про сполучення): 
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де 
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 – кількість сполучень із 
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 по 
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;
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 – ймовірність появи події в окремому випробуванні; 

      
[image: image37.wmf]q

 – ймовірність того, що в окремому випробуванні подія не з’явиться.


Формула (3.1) має назву формулою Бернуллі. 
Нагадаємо, що кількість сполучень 
[image: image38.wmf]m
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, тобто кортежів з 
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 елементів (порядок не має значення), що вибрані з множини, яка містить 
[image: image40.wmf]n

 елементів, визначається формулою:
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Приклад. Виробництво напоїв здійснюється із застосуваннях п’яти поточних ліній, імовірність того, що протягом місяця зупиниться поточна лінія, для кожної з них становить 0,2. Фірма понесе збитки, якщо протягом одного місяця зупиниться хоча б одна поточна лінія. Визначити ймовірність того, що за цих умов фірма не матиме збитків у певному місяці.
Розв’язання. За умовами задачі фірма не матиме збитків, якщо протягом місяця всі п’ять поточних ліній працюватимуть без перебоїв. Імовірність зупинки лінії є сталою величиною, і зупинка однієї лінії не впливає на роботу інших, отже, випробування є однорідними і незалежними, тобто реалізується схема випробувань Бернуллі. 

Позначимо подію, яка відповідає беззбитковості фірми, через 
[image: image42.wmf]A

. Тоді 
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. Застосувавши формулу Бернуллі (3.1), маємо:
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Отже, ймовірність беззбиткової роботи у певному місяці для фірми складає 
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Той факт, що в серії з 
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 випробувань кількість появ події 
[image: image47.wmf]S

 дорівнюватиме певному значенню 
[image: image48.wmf]m

, є випадковою подією. Позначимо її 
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. Відповідно, події 
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) утворюють повну групу несумісних подій, і сума їх ймовірностей дорівнює одиниці. Переконаємось у цьому. За допомогою формули Бернуллі можна визначити ймовірності того, що 
[image: image52.wmf]m

 прийме певне значення на множині своїх можливих значень  
[image: image53.wmf]]
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. Тоді ймовірність того, що 
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 прийме будь-яке із своїх можливих значень обчислюється за аксіомою IV. Маємо:
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(3.2)

Формулу Бернуллі можна також застосовувати у випадку, коли згідно умові задачі треба визначити ймовірність того, що загальна кількість подій належить певному інтервалу. Пояснимо це на прикладі.
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Приклад. Автобаза використовує для перевезень населення 25 автобусів. Ймовірність того, що за технічним станом автобус здатен вийти на маршрут, у середньому дорівнює 0,8. Знайти ймовірність того, що автобаза працюватиме в нормальному режимі, якщо для цього потрібно, аби на маршруті працювало більше, ніж 20 автобусів.

Розв’язання. Оскільки ймовірність виходу на маршрут для кожного автобуса є сталою величиною і не залежить від того, чи вийде на маршрут інший автобус, то випробування є однорідними і незалежними і для визначення ймовірності виходу на маршрут певного числа автобусів можна застосовувати формулу Бернуллі. Те, що автобаза працюватиме в нормальному режимі (позначимо цю подію 
[image: image57.wmf]A

), передбачає, що кількість автобусів на маршруті належить проміжку: 
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. Імовірність безперебійної  роботи автобази визначається як імовірність суми п’яти подій. Оскільки ці події є незалежними, то ймовірність суми подій дорівнює сумі їх ймовірностей:
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Визначаємо кожний з доданків у останній формулі:
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Імовірність безперебійної роботи автобази становить 
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Розглянемо ще одне питання, яке пов’язане зі схемою Бернуллі.

Нехай проводяться однорідні і незалежні випробування, ймовірність появи події 
[image: image66.wmf]S

 в кожному випробуванні є сталою величиною і дорівнює 
[image: image67.wmf]p

. Визначимо кількість випробувань, яку треба провести, щоб з заданою довірчою ймовірністю 
[image: image68.wmf]P

(надійністю) гарантувати, що у серії випробувань подія з’явиться хоча б один раз. Для цього спочатку визначимо ймовірність протилежної події – подія 
[image: image69.wmf]S

 не з’явиться ні в одному випробуванні. Якщо позначити подію, яка полягає в тому, що випадкова подія 
[image: image70.wmf]S

 з’явиться  у серії випробувань хоча б один раз, через 
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, то 
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. Оскільки події 
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 та 
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 складають повну групу незалежних подій, то 
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. Необхідно, щоб 
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. Отже, маємо нерівність  
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, яку треба розв’язати відносно 
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. Надамо її у вигляді: 
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 і прологарифмуємо нерівність за натуральною основою. Отримуємо: 
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Оскільки 
[image: image81.wmf]0

)

1

ln(

<

-

p

, то при визначенні 
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 в явному вигляді отримаємо співвідношення:
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[image: image280.wmf]p
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Приклад. За облігаціями позики ймовірність виграшу становить 0,1. Визначити, яку кількість облігацій треба придбати, щоб з надійністю 0,95 виграш припав хоча б на одну з облігацій.


Розв’язання. Відповідно до формули (3.3) маємо нерівність відносно кількості облігацій:
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Оскільки кількість випробувань є натуральним числом (
[image: image86.wmf]N
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), то мінімальна кількість облігацій, яку треба придбати для того, щоб з надійністю 0,95 забезпечити виграш хоча б по одній з облігацій, дорівнює 29.
3.2. Локальна теорема Муавра – Лапласа

Хоча кількість випробувань у останньому прикладі дорівнює 25 (погодьтесь, це не занадто багато), однак користуватися формулою Бернуллі вже стає важко як при обчисленні факторіалів, так і при піднесенні у ступінь десятинних дробів. У зв’язку з цим при достатньо великій кількості випробувань у тих випадках, коли випробування здійснюються за схемою Бернуллі, замість точної формули Бернуллі можна застосовувати наближені обчислення. Теореми, які встановлюють наближені співвідношення для обчислення ймовірностей появи події певне число разів при проведенні випробувань за схемою Бернуллі при необмеженому зростанні числа випробувань (
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) мають назву граничних теорем, а самі формули, за якими здійснюються обчислення ймовірностей, називаються асимптотичними формулами. Це означає, що границя відношення ймовірності події, яка визначається за формулою Бернуллі (наприклад, 
[image: image88.wmf])
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), до ймовірності події, яка визначається за асимптотичною формулою 
[image: image89.wmf])

(

~

m

P

n

, дорівнює одиниці:

[image: image90.wmf]1

)

(

~

)

(

lim

=

¥

®

m

P

m

P

n

n

n

.




(3.4)

Імовірність того, що в серії з 
[image: image91.wmf]n

 випробувань за схемою Бернуллі  подія 
[image: image92.wmf]S

 з’явиться саме 
[image: image93.wmf]m

 разів, визначається за локальною теоремою Муавра – Лапласа. Вона формулюється наступним чином: якщо ймовірність 
[image: image94.wmf]p

 появи події 
[image: image95.wmf]S

 у кожному випробуванні є сталою величиною і відрізняється від нуля та одиниці, то ймовірність 
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 того, що подія 
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 з’явиться в серії з 
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 випробувань 
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 разів, наближено дорівнює значенню функції:
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 − функція Гауса, яка описується формулою:
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а аргументом цієї функції є 
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Отже, згідно з локальною теоремою Муавра – Лапласа ймовірність того, що в серії з 
[image: image104.wmf]n

 випробувань подія з’явиться саме 
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 разів, визначається співвідношенням:
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Теорема Муавра – Лапласа має асимптотичний характер і застосовується при 
[image: image109.wmf]30

³

n

.

Проведемо дослідження функції 
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 за стандартною схемою.  
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Визначимо області монотонності функції за допомогою її похідної:
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На рис. 3.1 наведено дослідження функції 
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 за першою похідною.
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Рис. 3.1. Визначення областей монотонності функції 
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Отже, на проміжку 
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Визначимо точки перегину функції за другою похідною (рис. 3.2):
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Рис. 3.2. Визначення областей опуклості функції 
[image: image125.wmf])

(

x

j
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Оскільки функція неперервна, то вона не має вертикальних асимптот. Похила асимптота функції визначається формулою: 
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Графік функції 
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 називається кривою Гауса (рис. 3.3).
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Рис. 3.3. Графік функції Гауса 
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Значення функції 
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Приклад. Проводиться п’ятдесят випробувань, в яких кидають монету і досліджують, якою стороною вона впала. Визначити ймовірність того, що монета впаде догори орлом рівно двадцять п’ять разів. 
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3.3. Інтегральна теорема Муавра – Лапласа


Якщо ймовірність 
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де 
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Значення функції Лапласа визначається за спеціальною таблицею, оскільки інтеграл  
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 не визначається через елементарні функції.

Інтегральна теорема Муавра – Лапласа має асимптотичний характер і застосовується, коли величина 
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 більша за кілька десятків.


Розглянемо властивості функції Лапласа.
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Визначимо області монотонності функції за допомогою її першої похідної: 
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Визначимо точки перегину функції за допомогою другої похідної:
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На рис. 3.4 наведено дослідження функції 
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Рис. 3.4. Визначення областей опуклості функції 
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Графік функції 
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.Рис. 3.5. Графік функції Лапласа 
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Приклад. Середній відсоток браку дорівнює 15%. Визначити, що серед 50 одиниць продукції кількість якісною не буде більшою за 40 одиниць. 

Розв’язання. Згідно з умовою задачі необхідно визначити ймовірність того, що кількість появи випадкової події (продукція виявиться якісною) у серії з 50 незалежних однорідних випробувань належатиме відрізку 
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[image: image198.wmf](

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

×

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

×

-

»

15

,

0

85

,

0

50

85

,

0

50

0

15

,

0

85

,

0

50

85

,

0

50

40

40

;

0

50

Ф

Ф

P

.
Для 
[image: image199.wmf]99

,

0

15

,

0

85

,

0

50

85

,

0

50

40

2

-

=

×

×

×

-

=

x

 за таблицею значень функції 
[image: image200.wmf])

(

x

Ф

 знаходимо, що 
[image: image201.wmf]3389

,

0

)

(

2

-

=

х

Ф

. Оскільки 
[image: image202.wmf]83

,

16

15

,

0

85

,

0

50

85

,

0

50

0

1

-

=

×

×

×

-

=

x

, то 
[image: image203.wmf]5

,

0

)

(

1

-

=

х

Ф

. Імовірність того, що кількість якісною продукції не перевищує 40, наближено дорівнює  
[image: image204.wmf](

)

1611

,

0

)

5

,

0

(

3389

,

0

40

;

0

50

=

-

-

-

»

P

. 
Приклад. Імовірність появи події у кожному з серії незалежних випробувань дорівнює 0,7. Визначити кількість випробувань, які треба провести, щоб з надійністю 95% можна було гарантувати, що подія відбудеться не менше, ніж 50 разів.

Розв’язання. Оскільки кількість появи події перевищує 50, то кількість випробувань перевищує 30. Отже, скористуємося інтегральною теоремою Муавра – Лапласа (3.7), яку запишемо у вигляді:
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З урахуванням умов задачі маємо:
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Оскільки 
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Розв’язавши це рівняння, отримуємо, що 
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3.4. Імовірність відхилення відносної частоти 
від ймовірності в незалежних випробуваннях
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Розглянемо ймовірність нерівності 
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. У свою чергу остання нерівність еквівалентна нерівності 
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. Застосуємо для визначення ймовірності цієї нерівності формулу (3.7І):
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Оскільки функція Лапласа є непарною, то отримуємо співвідношення:
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Замінивши подвійну нерівність у лівій частині останнього співвідношення на еквівалентну  їй, отримаємо формулу:


[image: image232.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

»

÷

ø

ö

ç

è

æ

<

-

pq

n

Ф

p

n

m

P

e

e

2

.



(3.8)


Це означає, що ймовірність відхилення відносної частоти 
[image: image233.wmf]n
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 від імовірності 
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 появи події за абсолютною величиною не перевищує як завгодно малої додатною величини 
[image: image235.wmf]e

 дорівнює подвоєному значенню функції Лапласа, аргументом якої є величина 
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Приклад. Ймовірність появи події в кожному з 625 незалежних випробувань дорівнює 0,6. Визначити ймовірність того, що відносна частота не відхилятиметься від ймовірності на величину, більшу за 
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Розв’язання. Скористаємося формулою (3.8):
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За таблицею 
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, отже, ймовірність того, що відхилення відносної частоти від ймовірності не перевищуватиме 0,02 в серії з 625 випробувань, наближено становить 
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3.5. Формула Пуассона

Значення ймовірності за асимптотичними теоремами Муавра – Лапласа дають найкраще наближення, якщо ймовірність появи події в одному випродуванні 
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. Однак ця теорема не може застосовуватися, якщо ймовірність появи події в одному випробуванні мала: 
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, тобто подія є малоймовірною.

Нехай в серії випробувань за схемою Бернуллі кількість випробувань велика (
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), а ймовірність появи події у одному випробування мала (
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), то ймовірність того, що подія з’явиться саме 
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 разів у серії з 
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 випробувань, може наближено визначатися за асимптотичною формулою Пуассона:
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де 
[image: image249.wmf]a

 – параметр, який визначається за формулою  
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Доведення. Оскільки випробування здійснюються за схемою Бернуллі, для визначення ймовірності того, що певна подія матиме місце саме 
[image: image251.wmf]m

 разів у серії з 
[image: image252.wmf]n

 випробувань, скористаємось формулою Бернуллі. Проведемо декілька послідовних перетворень:
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Розглянемо границю останнього виразу при 
[image: image254.wmf]¥

®

n

 та 
[image: image255.wmf]0

®

p

:

[image: image256.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

×

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

»

-

®

¥

®

m

n

m

p

n

n

n

np

n

m

n

n

m

a

m

P

1

1

1

...

2

1

1

1

!

lim

)

(

0
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Оскільки 
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, то останній вираз набуває вигляду:
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Перетворимо його таким чином, щоб виділити частину, яка відповідає другій чудовій границі:
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Отже, ми отримали формулу Пуассона.

Слід зазначити, що на відміну від формули Муавра – Лапласа, яка не може застосовуватися для 
[image: image262.wmf]0
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, формула Пуассона має сенс і при цьому значенні ймовірності.
Приклад. Фірма здійснює перевезення партії з 1 000 точних приладів. Імовірність пошкодження одного приладу підчас транспортування становить 0,001. Фірма понесе збитки, якщо буде пошкоджено більше, ніж 2 прилади. Визначити ймовірність того, що фірма не матиме збитків. 
Розв’язання. Випробування однорідні і незалежні (схема Бернуллі), при цьому 
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), тобто для наближеного обчислення ймовірності можна застосувати формулу Пуассона. 

Фірма не матиме збитків, якщо буде пошкоджено не більше, ніж 2 прилади, отже, ймовірність такої події визначається як сума ймовірностей несумісних подій: 
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Обчислюємо параметр 
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 і за формулою (3.8) знаходимо значення кожного з доданків:
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Отже, 
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. Це означає, що хоча кожна окрема подія (пошкодження окремого приладу) є малоймовірною, велика кількість випробувань призводить до того, що ймовірність збитків за таких умов набуває значення, близького до одиниці.
Слід зауважити, що при обчисленні ймовірності події 
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 з використанням формули Пуассона ми отримали наближений результат. Однак за допомогою комп’ютера можна здійснити точні розрахунки, визначивши кожний з трьох доданків, що в сукупності утворюють ймовірність випадкової події 
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 за формулою Бернуллі. У цьому випадку ми отримаємо, що 
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. Дійсно, різниця між отриманим раніше наближенням за формулою Пуассона і результатом точних обчислень полягає у четвертому знаку після десяткової коми.



3.6. Питання для самоперевірки
1. Поясність, якім умовам відповідає схема Бернуллі.
2. Наведіть формулу Бернуллі і поясніть, за яких умов вона може застосовується.

3. Чи має обмеження формула Бернуллі за кількістю випробувань?
4. Дайте означення поняття «довірча ймовірність» і наведіть формулу для визначення кількості випробувань, що з заданою надійністю забезпечує появу певної випадкової події.

5. Поясність, чому формули Муавра – Лапласа та формула Пуассона називаються асимптотичними.
6. Сформулюйте локальну теорему Муавра – Лапласа.

7. Сформулюйте інтегральну теорему Муавра – Лапласа.

8. Порівняйте можливості застосування локальної формули Муавра – Лапласа та формули Пуассона.
9. Наведіть формулу Пуассона.

10. Поясніть, чому закон, для визначення ймовірності у якому застосовується формула Пуассона, називається законом виключних подій.
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