Лекція 1. Емпіричні та логічні основи теорії ймовірностей


1.1. Основні означення теорії ймовірностей


1.2. Операції над подіями

1.3. Ймовірність випадкової події


1.4. Аксіоматична побудова теорії ймовірностей


1.5. Питання для самоперевірки
1.1. Основні означення теорії ймовірностей
Вихідним поняттям теорії ймовірності є випробування (експеримент). Під випробуванням розуміють спосіб дослідження процесів та явищ при визначених умовах, які дозволяють відтворювати явище достатню кількість разів. За можливістю передбачити наслідок випробування розрізняють детерміновані й не детерміновані випробування. Так, наслідок детермінованих випробувань однозначно визначається умовами проведення і є передбаченим. Навпаки, наслідки недетермінованих (стохастичних, або ймовірнісних) випробувань в одних і тих же умовах можуть бути різними, оскільки визначаються факторами, які заздалегідь не можна передбачити. 

Будь-який наслідок недетермінованого випробування називається подією. Для позначення події використовуються великі літери латини, так, певна подія позначається  літерами 
[image: image1.wmf]A

, 
[image: image2.wmf]B

, 
[image: image3.wmf]C

 та інші, або літерою 
[image: image4.wmf]S

. 
Оскільки наслідок недетермінованого випробування залежить від випадку, то таке випробування може мати декілька наслідків. Сукупність усіх можливих наслідків недетермінованого випробування можна розглядати як простір елементарних подій 
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 – елементарна подія, що належить простору 
[image: image7.wmf]W

. При цьому повинна виконуватися умова: 
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, якщо 
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[image: image231.wmf]A

Приклад. Кидають дві монети. Кожна з них може впасти так, що догори буде «орел» чи решка. Визначити простір елементарних подій. 

Розв’язання. Нехай перша з елементарних подій полягає в тому, що на першій монеті випав орел і на другій – теж орел. Запишемо її таким чином: 
[image: image10.wmf]{
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. Можливо, що на обох монетах випаде решка, тоді другу елементарну подію запишемо у вигляді: 
[image: image11.wmf]{
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. Третьою елементарною подією вважатимемо 
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 и четвертою – 
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.  Оскільки інші наслідків випробування не може мати, то простір елементарних подій складається з чотирьох подій: 
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.
[image: image232.bmp]Підмножиною простору елементарних подій є випадкова подія тобто 
[image: image15.wmf]W
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. Елементарні події, що належать до підмножини випадкової події, називаються сприятливими щодо появи даної випадкової події. У одному з граничних випадків підмножина випадкової події може бути пустою, така подія є неможливою, вона не може відбутися при заданих умовах випробувань. Така подія позначається 
[image: image16.wmf]Æ

. В іншому граничному випадку випадкова подія містить усі елементарні події, тобто при заданих умовах випробувань вона не може не відбутися. Така подія є вірогідною і позначається 
[image: image17.wmf]W

. 
Якщо жодна з елементарних подій, які є сприятливими для випадкової події 
[image: image18.wmf]S

, не відбулася, то має місце протилежна подія 
[image: image19.wmf]S

.

Приклад. Кидають дві монети, кожна з яких може впасти догори «орлом» чи решкою. Описати випадкові події, які можуть мати місце на просторі елементарних подій. 

[image: image233.bmp][image: image234.bmp]Розв’язання. На просторі елементарних подій 
[image: image20.wmf]W

 випадковими можна вважати кожну з елементарних подій окремо, а можна утворити їх сукупність. Так, випадкова подія 
[image: image21.wmf]{
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 полягає в тому, що обидві монети випали однаковими сторонами, тобто подія 
[image: image22.wmf]A

 відбудеться, якщо матиме місце одна з елементарних подій, що входять до складу події 
[image: image23.wmf]A

. Цьому ж простору 
[image: image24.wmf]W

 належить випадкова подія 
[image: image25.wmf]{
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, яка полягає в тому, що хоча б на одній монеті з’явиться орел. Протилежної їй є випадкова подія 
[image: image26.wmf]{
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, яка теж належить простору 
[image: image27.wmf]W

. 
Оскільки певна випадкова подія як наслідок даного випробування може мати місце, а може і не відбуватися, то цій події слід поставити у відповідність деяке число, яке визначає можливість її реалізації. Це число називають ймовірністю певної події і позначають
[image: image28.wmf])
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. Отже, ймовірність події є кількісною мірою об’єктивної можливості її реалізації. 

Події 
[image: image29.wmf]1
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 та 
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 називаються сумісними, якщо існує хоча б одна елементарна подія, яка є сприятливої і для події 
[image: image31.wmf]1
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, і для події 
[image: image32.wmf]2
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. Якщо не існує елементарних подій, які б одночасно були сприятливими для випадкових подій 
[image: image33.wmf]1
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 та 
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, то такі випадкові події є несумісними. 
Приклад. Кидають дві монети, кожна з яких може впасти догори «орлом» або решкою. Опишемо випадкові події, які на просторі елементарних подій є сумісними, а також ті, які є несумісними. 

[image: image235.bmp][image: image236.bmp] Розв’язання. На просторі 
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 випадкові подій 
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 і 
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 є сумісними, оскільки існує елементарна подія 
[image: image38.wmf]1
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, яка є сприятливою для обох випадкових подій. Сумісними є також події 
[image: image39.wmf]A

 і 
[image: image40.wmf]W

 (задовольняє будь-який результат випробування) та події 
[image: image41.wmf]B

 і  
[image: image42.wmf]W

.  Розглянемо тепер несумісні події. Зрозуміло, що попарно несумісними є всі елементарні події простору випадкових подій. Також несумісними є випадкові події 
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, доречи, на просторі 
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 вони є протилежними, тобто 
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Множина випадкових несумісних подій 
[image: image48.wmf]m
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, що визначені на одному і тому ж просторі елементарних подій, утворюють повну групу несумісних випадкових подій, якщо при реалізації будь-якої елементарної події 
[image: image49.wmf]W
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 відбувається одна з випадкових подій 
[image: image50.wmf]j
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[image: image51.wmf]m
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). Отже, повна група несумісних випадкових подій вичерпує всі можливі наслідки випробувань на заданому просторі елементарних подій, відповідно, вона теж позначається 
[image: image52.wmf]W

. Звичайно, сукупність елементарних подій утворює повну групу подій. Також повною групою подій є будь-яка випадкова подія 
[image: image53.wmf]S

 і протилежні їй подія 
[image: image54.wmf]S

. 
1.2. Операції над подіями

Припустимо, що є простір елементарних подій 
[image: image55.wmf]W

 довільної природи. Тобто він може бути скінченою або чи нескінченою, дискретною чи неперервною множиною елементарних подій. На цьому просторі розглядатимемо випадкові події 
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, кожна з яких є підмножиною множини 
[image: image57.wmf]W

. Отже, дії з подіями можна розглядати як дії з підмножинами.
Сумою подій 
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 є подія, яка полягає в тому, що матиме місце хоча б одна з випадкових подій, сума яких розглядається. Оскільки кожна з випадкових подій 
[image: image59.wmf]K
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 є підмножиною простору елементарних подій 
[image: image60.wmf]W

, то сумою випадкових подій є подія, яка матиме місце, якщо відбуватиметься одна з елементарних подій, що входять до складу подій 
[image: image61.wmf]K
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 Зрозуміло, що в цьому сенсі сума подій є об’єднанням підмножин, які відповідають цим подіям. На прикладі двох випадкових подій маємо:
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(1.1)
Додавання подій передбачає, що результатом (їх сумою) може бути подія 
[image: image63.wmf]A

 або подія 
[image: image64.wmf]B

, або одночасно події 
[image: image65.wmf]A

 та 
[image: image66.wmf]B

, якщо останнє можливо. 
Приклад. З урни, що містить чорні й білі кульки, навмання витягають дві кульки. Навести приклад суми випадкових подій.

Розв’язання. Нехай випадкова подія 
[image: image67.wmf]A

 полягає у тому, що обидві кульки є білими, тобто 
[image: image68.wmf]{
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, а випадкова подія 
[image: image69.wmf]B

 – у тому, що обидві кульки є чорними, тобто 
[image: image70.wmf]{
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. Нехай випадкова подія полягає в тому, що обидві кульки мають однаковий колір. Це означає, що  відбувається або подія 
[image: image71.wmf]A

, або подія 
[image: image72.wmf]B

. Отже, за означенням випадкова подія 
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 є сумою випадкових подій 
[image: image74.wmf]A

 і 
[image: image75.wmf]B

.
Слід зазначити, що сумою протилежних подій є вірогідна подія, оскільки до складу протилежної події входять усі ті елементарні події, які не увійшли у вихідну, тобто протилежна подія доповнює вихідну до повної групи несумісних подій: 
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Добутком подій 
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 є подія, яка полягає в тому, що матимуть місце одночасно всі випадкові події, добуток яких розглядається. Тобто добуток випадкових подій є перетином підмножин, що їм відповідають. На прикладі двох випадкових подій маємо:
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Оскільки випадкова подія і протилежна їй за означенням не мають елементарних подій, які б були сприятливими для їх обох (
[image: image79.wmf]Æ
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), то їх добуток є пустою множиною: 
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Приклад. З урни, що містить чорні й білі кульки, навмання витягають дві кульки. Навести приклад добутку випадкових подій.

Розв’язання. Нехай випадкова подія 
[image: image81.wmf]A

 полягає у тому, що обидві кульки мають однаковий колір: 
[image: image82.wmf]{
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. Подія 
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 та 
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, полягає в тому, що хоча б одна з кульок виявиться білою. Перетином випадкових подій 
[image: image88.wmf]A

 і 
[image: image89.wmf]B

 є елементарна подія 
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. Отже, якщо 
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B

A

=

, то 
[image: image92.wmf]}
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, тобто обидві кульки білі.
Різницею подій 
[image: image93.wmf]A

 і 
[image: image94.wmf]B

 є така випадкова подія, для якої сприятливими є всі елементарні події, що є сприятливими для випадкової події 
[image: image95.wmf]A

, за винятком тих, які є сприятливими для випадкової події 
[image: image96.wmf]B

. Отже:
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Як різницю множин визначають протилежні події. Так, 
[image: image98.wmf]A
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, тобто сприятливими для події 
[image: image99.wmf]A

 є всі елементарні події простору 
[image: image100.wmf]W

 за винятком тих, що входять до складу події 
[image: image101.wmf]A

. 
Приклад. З урни, що містить чорні й білі кульки, навмання витягають дві кульки. Навести приклад різниці двох випадкових подій.

Розв’язання. Якщо випадкова подія 
[image: image102.wmf]{
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 полягає в тому, що обидві кульки мають однаковий колір, то на просторі елементарних подій 
[image: image103.wmf]{
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 протилежна подія 
[image: image104.wmf]{
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, яка полягає в тому, що результати на обох монетах будуть різними, є різницею між простором елементарних подій і випадковою подією 
[image: image105.wmf]W

. До речі, це співпадає з означенням протилежної події.
Для наочного уявлення дій над подіями їх зручно надавати за допомогою діаграм Вена – Ейлера. При графічному зображенні подій з використанням діаграм Вена – Ейлера простір елементарних подій 
[image: image106.wmf]W

 зображується прямокутником, на якому у вигляді кіл (або інших фігур) відображаються випадкові події. Якщо випадкові події є сумісними, то відповідні їм кола перетинаються і їх перетин  відображає ті елементарні події, які є сприятливими одночасно і для одної, і для другої випадкових подій. Якщо ж випадкові події є несумісними, то відповідні їм кола не перетинаються, оскільки на просторі елементарних подій 
[image: image107.wmf]W

 не існують такі елементарні події, які б були сприятливими одночасно для обох подій. 
Розглянемо за допомогою діаграм Вена – Ейлера приклади дій з випадковими подіями. Почнемо з додавання подій (рис.1.1). 
На рис. 1.1 зображено простір елементарних подій 
[image: image108.wmf]W

 у вигляді прямокутника, а на ньому наведені випадкові події 
[image: image109.wmf]B
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 і 
[image: image110.wmf]C

 у вигляді кіл. Випадкові події 
[image: image111.wmf]A

 і 
[image: image112.wmf]C

 є сумісними (їх кола перетинаються), а випадкові події 
[image: image113.wmf]A

 і 
[image: image114.wmf]B

, а також 
[image: image115.wmf]B

 і 
[image: image116.wmf]C

 є попарно несумісними. Множина, що заштрихована, відповідає умові 
[image: image117.wmf]C
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. Отже, вона відображує суму подій 
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B

A

+

+

.


[image: image119]
Рис. 1.1. Діаграма Вена – Ейлера, що ілюструє суму 
випадкових подій 
[image: image120.wmf]B
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 і 
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Розглянемо добуток подій. На рис. 1.2 на множині 
[image: image122.wmf]W

 наведені ті ж самі випадкові події 
[image: image123.wmf]B

A

,

 і 
[image: image124.wmf]C

 (вони заштриховані під різним нахилом). 







Рис. 1.2. Діаграма Вена – Ейлера, що ілюструє добуток 
випадкових подій 
[image: image125.wmf]B

A

,

 і 
[image: image126.wmf]C


Оскільки всі три кола, що відповідають цим подіям, разом не перетинаються, то добуток усіх трьох подій є подією, яка неможлива, тобто 
[image: image127.wmf]Æ
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. Також пустою множиною є добутки випадкових подій 
[image: image128.wmf]A

 і 
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) та 
[image: image131.wmf]B

 і 
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 (
[image: image133.wmf]Æ
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). Добутку подій 
[image: image134.wmf]A

 і 
[image: image135.wmf]C

 відповідає фігура, яка виявилась заштрихованою подвійною штриховкою (вона виділена блакитним кольором). 
Для ілюстрації різниці множин скористаємося діаграмою Вена – Ейлера, що наведена на рис. 1.2. Так, подія 
[image: image136.wmf]C
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 є тією частиною кола, що відповідає множині 
[image: image137.wmf]A

, яка не перетинається з колом, що відповідає множині 
[image: image138.wmf]C

. Звідси видно, що 
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. Тобто різниця 
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 містить лише ті елементарні події, які є сприятливими для події 
[image: image141.wmf]A

 (за винятком елементарних подій, які одночасно сприятливі і для 
[image: image142.wmf]A

, і для 
[image: image143.wmf]C

). 

Ілюстрацією поняття «протилежна подія» є діаграма Вена – Ейлера, що наведена на рис. 1.3. На діаграмі відображено співвідношення між вихідною 
[image: image144.wmf]A

 і протилежною 
[image: image145.wmf]A

 випадковими подіями: 
[image: image146.wmf]A
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. Видно, що протилежна подія 
[image: image147.wmf]A

 доповнює вихідну подію 
[image: image148.wmf]A

 до повної групи несумісних подій, тобто 
[image: image149.wmf]W
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Рис. 1.3. Вихідна 
[image: image150.wmf]A

 і протилежна 
[image: image151.wmf]A

 випадкові події
Діаграмами Вена – Ейлера особливо зручно користуватися для визначення результату операцій з подіями, якщо їх кількість більша за дві. 
1.3. Ймовірність випадкової події

Повернемося до поняття «ймовірність випадкової події». Ми вже говорили, що кількісною мірою об’єктивної можливості реалізації події. Тепер перейдемо до її означення, яке б дозволяло обчислювати цю міру. Існує декілька підходів до визначення ймовірності події і відповідно їм, кілька означень ймовірності: класичне, статистичне та геометричне. 
Історично першим було статистичне означення ймовірності. Представимо, що в однакових умовах проводиться 
[image: image152.wmf]n

 випробувань, де спостерігають за появою певної випадкової події 
[image: image153.wmf]S

. Нехай подія 
[image: image154.wmf]S

 в цій серії випробувань з’явилась 
[image: image155.wmf]m

 разів, тобто 
[image: image156.wmf]m

 – це частота появи події 
[image: image157.wmf]S

 в серії з 
[image: image158.wmf]n

 випробувань. Тоді відношення 
[image: image159.wmf]n

m

 є відносною частотою (частістю) появи події 
[image: image160.wmf]S

 в серії з 
[image: image161.wmf]n

 випробувань. Якщо випробування проводяться в однакових умовах, то при 
[image: image162.wmf]¥
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 існує скінчена границя відносної частоти, яку і розглядають як ймовірність випадкової події 
[image: image163.wmf]S
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При невеликій кількості випробувань відносна частота появи події може суттєво відрізнятись у різних серіях експериментів, одна при великій кількості випробувань ця величина наближається до ймовірності події. Наприклад, у XVIII сторіччі Жорж Бюффон провів 4040 випробувань,, в яких спостерігав за появою герба при підкиданні монети. Він встановив, що герб з’явився 2048 разів (відносна частота становить 0,5069). На початку ХХ сторіччя Карл Пірсон повторив експеримент Бюффона, провівши спочатку 12000, а потім 24000 випробувань. У першій серії випробувань герб  з’явився 6019 разів (відносна частота 0,5016), а у другій – 12012 разів (відносна частота 0,5005). При моделюванні на ЕВМ у серії з 150000 випробувань відносна частота становила 0,500111. Отже, при збільшенні кількості випробувань відносна частота наближається до ймовірності, яка, як відомо, дорівнює 0,5.
Тепер перейдемо до класичного означення ймовірності. Розглянемо простір елементарних подій 
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, який є скінченою множиною елементарних подій, що відповідають вимогам: ці елементарні події попарно несумісні (
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, якщо 
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); при проведенні випробування якась із елементарних подій 
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) мусить обов’язково відбутися; елементарні події є рівно можливими, тобто нема об’єктивних причин стверджувати, що можливість настання події 
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 відрізняється від можливості настання події 
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). Нехай для випадкової події 
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 сприятливими є 
[image: image174.wmf]m

 елементарних подій (
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), тобто випадковій події 
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 відповідає підмножина з 
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 елементарних подій множини 
[image: image178.wmf]W

.  За класичним означенням ймовірність випадкової події 
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де  
[image: image181.wmf]n

 – загальна кількість рівноможливих елементарних подій, які утворюють простір елементарних подій 
[image: image182.wmf]W

;

      
[image: image183.wmf]m

 – кількість сприятливих елементарних подій, тобто подій, що супроводжуються появою події 
[image: image184.wmf]S

. 
Формула (1.5) застосовується в тому випадку, коли множина елементарних подій 
[image: image185.wmf]W

 є дискретною. Однак множина 
[image: image186.wmf]W

 може бути і неперервною. Якщо простір елементарних подій містить нескінчену множину елементів і йому можна поставити у відповідність певний геометричний простір, а ймовірність кожної події залежить тільки від міри цієї події, а не від її положення, то говорять, що на цьому просторі визначена геометрична ймовірність. Тоді ймовірність кожної події визначається як відношення міри цієї події до міри простору випадкових подій:
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де 
[image: image188.wmf]G

  – область, що відповідає множині елементарних подій 
[image: image189.wmf]W

;

      
[image: image190.wmf]g

 – область, що відповідає підмножині елементарних подій, які є сприятливими появі випадкової події 
[image: image191.wmf]S

.

Якщо область 
[image: image192.wmf]G

 зображується у вигляді відрізка прямої, то її мірою є довжина цього відрізка, а мірою 
[image: image193.wmf]g

 – довжина тієї частини відрізка, що відповідає підмножині сприятливих елементарних подій. У тому випадку, коли область 
[image: image194.wmf]G

 зображена у двовимірному просторі будь-якою фігурою (найчастіше це прямокутник або квадрат), мірою 
[image: image195.wmf]G

 є площа цієї фігури, а мірою 
[image: image196.wmf]g

 – площа тієї її частини (області 
[image: image197.wmf]G

), що відповідає підмножині елементарних подій, що є сприятливими появі події 
[image: image198.wmf]S

. 

Приклад. Навколо кола радіусом 
[image: image199.wmf]r

 описано більше коло, радіус якого дорівнює 
[image: image200.wmf]R

. У більше коло кидають матеріальну точку. Визначити ймовірність того, що ця точка, потрапивши до великого кола, опиниться одночасно і у межах коло меншого радіуса. 

Розв’язання. Для відповіді на питання задачі слід користуватися означенням геометричної ймовірності, оскільки ймовірносний простір є неперервним (1.6). Мірою області 
[image: image201.wmf]G

, що відповідають множині елементарних подій 
[image: image202.wmf]W

, є площа великого кола, а мірою області 
[image: image203.wmf]g

, що відповідає підмножині елементарних подій, які є сприятливими появі випадкової події 
[image: image204.wmf]A

, тобто попаданню точки у межі малого кола, є площа меншого кола. Таким чином маємо, що ймовірність того, що матеріальна точка, яка влучила у велике коло, одночасно попаде і у мале коло, становить:
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1.4. Аксіоматична побудова теорії ймовірностей

За думкою академіка А. М. Колмогорова теорію ймовірностей слід аксіоматизувати так, як це зроблено стосовно геометрії або алгебри. Його книга «Основні поняття теорії ймовірностей», де була побудована аксіоматика теорії ймовірностей, належить до числа класичних праць в цій галузі науки. 

Аксіоматизація означає, що після того, як ведені основні означення і співвідношення між об’єктами, що досліджуються, а також сформульовані аксіоми, якім ці співвідношення підпорядковуються, усі подальші викладення базуються лише на цих аксіомах. Аксіоматизація теорії ймовірностей може здійснюватися різноманітними способами відносно як вибору аксіом, так і вибору основних означень і основних відносин. Вважаючи основним критерієм при аксіоматизації теорії ймовірностей  простоту самої системи аксіом і простоту подальшої побудови теорії, Колмогоров у якості основних означень запропонував прийняти випадкову подію ї її ймовірність. Спираючись на ці означення, Колмогоров сформулював таку систему аксіом. 

Аксіома І. Нехай 
[image: image206.wmf]W

 – множина елементів 
[image: image207.wmf]i

w

, які є елементарними подіями, а F  – множина підмножин з 
[image: image208.wmf]W

. Елементами множини F є випадкові події. Тоді F є алгеброю множин, що означає, що якщо 
[image: image209.wmf]Î
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 F, то поєднання, перетин чи різниця двох множин системи знов належить до цієї системи.
Аксіома ІІ. Кожній множині 
[image: image210.wmf]S

 із F поставлено у відповідність невід’ємне дійсне число 
[image: image211.wmf])
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, яке називається ймовірністю випадкової події 
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Аксіома ІІІ. 
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Аксіома IV. Якщо 
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Сукупність об’єктів 
[image: image219.wmf]W

, F і 
[image: image220.wmf]P

, яка задовольняє аксіомам І – IV, називається полем ймовірностей.
Згідно з аксіоматикою Колмогорова можна визначити властивості ймовірності. Так, за аксіомою ІІІ маємо, що 
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. Знайдемо тепер ймовірність неможливої події. Оскільки множини 
[image: image222.wmf]W

 і 
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 не мають спільних елементів, тобто їх добуток є пустою множиною, отже, відносно них справедлива аксіома IV: 
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. Звідси знаходимо, що 
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. Оскільки неможливій події відповідає пуста множина, то 
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. Отже, ймовірність неможливою події дорівнює нулю: 
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Враховуючи аксіому ІІ, у загальному випадку маємо, що відповідно ймовірності події виконується умова: 
[image: image229.wmf]]
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. Якщо виключити неможливі та вірогідні події, то для випадкової події: 
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Слід зауважити, що на множині випадкових подій окремо розглядаються події, ймовірність появи яких менша за 0,1. Наприклад, при підкиданні монети вона впаде на ребро і залишиться у цьому положенні (при аналізі випробувань з монетами такий наслідок ми не розглядали). Такі події мають назву малоймовірних.



1.5. Питання для самоперевірки

1. Дайте означення основних понять теорії ймовірностей: випробування, випадкова подія, ймовірність випадкової події.

2. Назвіть аксіоми, на яких базується теорія ймовірностей.
3. Сформулюйте властивості, які притаманні ймовірності події.

4. Дайте визначення вірогідної, неможливої та випадкової подій. 

5. Назвіть критерій, за яким визначають малоймовірні події. 

6. Визначить, що таке простір елементарних подій.

7. Сформулюйте критерій, за яким розрізняються сумісні і несумісні події. Наведіть приклад її зображення на діаграмі Вена – Ейлера.

8. Дайте означення повної групи несумісних випадкових подій.

9. Поясніть, чим відрізняється повна група несумісних випадкових подій від простору елементарних подій. 
10. Дайте означення суми випадкових подій та наведіть приклад її зображення за допомогою діаграми Вена – Ейлера.

11. Наведіть приклад зображення суми сумісних подій за допомогою діаграми Вена – Ейлера.

12. Дайте означення добутку випадкових подій. Наведіть приклад її зображення за допомогою діаграми Вена – Ейлера.
13. Дайте означення різниці двох випадкових подій. Наведіть приклад її зображення за допомогою діаграми Вена – Ейлера.

14. Поясніть, чому існує кілька означень ймовірності випадкової події.

15. Дайте означення статистичної ймовірності.

16. Дайте означення класичної ймовірності. Поясніть це тлумачення за допомогою діаграми Вена – Ейлера.
В





А





Ω





С





C





А





В





Ω





А





� EMBED Equation.3  ���





Ω








PAGE  
6

_1321616312.unknown

_1321632041.unknown

_1321639618.unknown

_1322076395.unknown

_1326224175.unknown

_1326224416.unknown

_1326224964.unknown

_1326225048.unknown

_1335938239.unknown

_1326224902.unknown

_1326224789.unknown

_1326224221.unknown

_1326222080.unknown

_1326224149.unknown

_1326224163.unknown

_1326222170.unknown

_1326224124.unknown

_1322081772.unknown

_1322081884.unknown

_1322088314.unknown

_1322088958.unknown

_1322089075.unknown

_1322088345.unknown

_1322082624.unknown

_1322081857.unknown

_1322076466.unknown

_1322076481.unknown

_1322076412.unknown

_1321694561.unknown

_1321695713.unknown

_1321698553.unknown

_1321698837.unknown

_1321703719.unknown

_1321704305.unknown

_1321698877.unknown

_1321698683.unknown

_1321695938.unknown

_1321698533.unknown

_1321695729.unknown

_1321694710.unknown

_1321694847.unknown

_1321694890.unknown

_1321694663.unknown

_1321693450.unknown

_1321693943.unknown

_1321694544.unknown

_1321693880.unknown

_1321645745.unknown

_1321646789.unknown

_1321646813.unknown

_1321693294.unknown

_1321646558.unknown

_1321646765.unknown

_1321645695.unknown

_1321633803.unknown

_1321633856.unknown

_1321635965.unknown

_1321633793.unknown

_1321633499.unknown

_1321633559.unknown

_1321633665.unknown

_1321633716.unknown

_1321633620.unknown

_1321633532.unknown

_1321632493.unknown

_1321633158.unknown

_1321632717.unknown

_1321632741.unknown

_1321632515.unknown

_1321632062.unknown

_1321632301.unknown

_1321616729.unknown

_1321626195.unknown

_1321626280.unknown

_1321627078.unknown

_1321616862.unknown

_1321616418.unknown

_1321616685.unknown

_1321604589.unknown

_1321616108.unknown

_1321616123.unknown

_1321616132.unknown

_1321615524.unknown

_1321616037.unknown

_1321616081.unknown

_1321616099.unknown

_1321616069.unknown

_1321616010.unknown

_1321605232.unknown

_1321614211.unknown

_1321604666.unknown

_1321558993.unknown

_1321601073.unknown

_1321603730.unknown

_1321604215.unknown

_1321604397.unknown

_1321604427.unknown

_1321604519.unknown

_1321604340.unknown

_1321601442.unknown

_1321601926.unknown

_1321603524.unknown

_1321601428.unknown

_1321559328.unknown

_1321560657.unknown

_1321560757.unknown

_1321560777.unknown

_1321600688.unknown

_1321560727.unknown

_1321559715.unknown

_1321560055.unknown

_1321559246.unknown

_1321559258.unknown

_1321559176.unknown

_1321559189.unknown

_1321548463.unknown

_1321557603.unknown

_1321557744.unknown

_1321558468.unknown

_1321558918.unknown

_1321558965.unknown

_1321558502.unknown

_1321557796.unknown

_1321557688.unknown

_1321550360.unknown

_1321550415.unknown

_1321548474.unknown

_1292756674.unknown

_1310200474.unknown

_1321548451.unknown

_1310200735.unknown

_1310200831.unknown

_1310200856.unknown

_1310200718.unknown

_1292756849.unknown

_1304867793.unknown

_1304869185.unknown

_1304869298.unknown

_1304867852.unknown

_1293208698.unknown

_1293208762.unknown

_1292756977.unknown

_1292755886.unknown

_1292756084.unknown

_1292756130.unknown

_1292755717.unknown

