Лекція 2. Основні теореми теорії ймовірностей,
Їх економічна інтерпретація



2.1. Умовна ймовірність
2.2. Теорема множення ймовірностей
2.3. Теорема додавання ймовірностей
2.4. Повна ймовірність

2.5. Теорема гіпотез (формула Байєса)
2.6. Питання для самоперевірки

При розбудові будь-якої теорії після того, як названі об’єкти дослідження, їх основні відношення, а також аксіоми, яким підлягають ці об'єкти і їх відношення, можна переходити до розгляду теорем, які містіть у собі важливі відомості, але потребують доведення. Основою для доведення теорем є аксіоми. Розглянемо основні теореми теорії ймовірностей. Однак перед цим необхідно ввести ще одне означення – умовна ймовірність.
2.1. Умовна ймовірність

При визначенні ймовірності випадкової події ми завжди маємо на увазі, що випробування проводяться у певних умовах, однак ніяких інших обмежень при цьому не існує. Наприклад, проводилися випробування з двома жетонами, одна сторона яких біла, а інша – чорна. У цих випробуваннях спостерігається за тим, якого кольору буде верхня сторона першого жетона, незалежно від того, якого кольору буде верхня сторона іншого жетона. Зрозуміло, що ймовірність білого кольору для першого жетона (позначимо цю подію 
[image: image1.wmf]A

) дорівнює 0,5. Дійсно, існують дві елементарні події, які є сприятливими для появи білого кольору на першій монеті: 
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. Оскільки простір елементарних подій складається з чотирьох рівно можливих подій, то 
[image: image4.wmf]5
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. Якщо ніяких додаткових обмежень у випробуваннях не існує, імовірність випадкової події вважається безумовною. Саме таку ймовірність ми і розглядали у лекції 1. 

Однак в окремих випадках одночасно з умовами випробування є певні додаткові умови, яких необхідно дотримуватися. Наприклад, у випробуваннях з двома двосторонніми жетонами визначимо ймовірність того, що верхня сторона другого жетона буде білою, якщо верхня сторона першого жетона є білою. Якщо ж при проведенні випробувань передбачаються додаткові умови, то в цьому випадку ймовірність випадкової події називається умовною. В наведеному прикладі мова йде про ймовірність події 
[image: image5.wmf]B

 (поява білого кольору на другому жетоні) за умов, що на першому жетоні вже випав білий колір (подія 
[image: image6.wmf]A

). Умовна ймовірність в цьому випадку записується як 
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, тобто ймовірність події 
[image: image8.wmf]B

 за умов, що подія 
[image: image9.wmf]A

 вже відбулася. 
Для наведеного прикладу з двома жетонами визначимо умовну ймовірність за формулою класичної ймовірності (1.5). Загальна кількість наслідків за умовами прикладу визначається як кількість елементарних подій, в яких на першому жетоні відповідає білий колір. Ми вже говорили, що таких подій дві: 
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. І тільки одна із них є сприятливою для події 
[image: image12.wmf]B

. Це подія 
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. До речі, слід розрізняти умовну ймовірність події 
[image: image15.wmf]B

 за умов, що подія 
[image: image16.wmf]A

 відбулась, і безумовну ймовірність події 
[image: image17.wmf]C

, яка полягає в тому, що на обох жетонах білий колір. Для події 
[image: image18.wmf]C

 сприятливої є лише одна елементарна подія 
[image: image19.wmf]{
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 з чотирьох рівноможливих подій на просторі елементарних подій 
[image: image20.wmf]W

. Таким чином, 
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Якщо поява однієї випадкової події впливає на ймовірність появи іншої випадкової події на множині 
[image: image22.wmf]W

, то такі події називаються залежними. У протилежному випадку події є незалежними. За означенням для незалежних випадкових подій умовна ймовірність дорівнює безумовній, тобто 
[image: image23.wmf])
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2.2. Теорема множення ймовірностей
Теорема. Імовірність одночасної появи двох подій (імовірність добутку подій) дорівнює добутку ймовірності появи однієї з подій на умовну ймовірність іншої події у припущенні, що перша подія вже відбулась:
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де 
[image: image26.wmf])
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 – ймовірність події 
[image: image27.wmf]A

 (безумовна ймовірність події 
[image: image28.wmf]A

);
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|

(

A

B

P

 – ймовірність появи події 
[image: image30.wmf]B

 за умови, що подія 
[image: image31.wmf]A

 вже відбулася (умовна ймовірність події 
[image: image32.wmf]B

). 

Цю ж теорему формально можна записати у іншому вигляді, якщо вважати, що першою відбулась подія 
[image: image33.wmf]B

:
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                (2.1')

[image: image220.bmp]Доведення. Нехай простір елементарних подій 
[image: image35.wmf]W

, на якому розглядаються сумісні випадкові події 
[image: image36.wmf]A

 і 
[image: image37.wmf]B

, містить 
[image: image38.wmf]n

 елементарних подій, серед яких 
[image: image39.wmf]m

 елементарних подій є сприятливими для появи випадкової події 
[image: image40.wmf]A

, 
[image: image41.wmf]k

 – сприятливими для появи випадкової події 
[image: image42.wmf]B

 та 
[image: image43.wmf]l

 елементарних подій є одночасно сприятливими для подій 
[image: image44.wmf]A

 і
[image: image45.wmf]B

. Тоді за класичним означенням ймовірності 
[image: image46.wmf]n

l

B

A

P

=

)

(

. Скористуємося означенням умовної ймовірності та визначимо 
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. Кількість сприятливих елементарних подій для події 
[image: image48.wmf]B

 за умов, що подія 
[image: image49.wmf]A

 відбулася, дорівнює 
[image: image50.wmf]l

, тоді як загальна кількість елементарних подій в цьому випадку становить 
[image: image51.wmf]m

. Тобто за означенням 
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. Перетворимо вираз для визначення ймовірності добутку подій 
[image: image53.wmf]A

 і
[image: image54.wmf]B

, поділивши чисельник і знаменник на величину 
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. Це можна зробити, оскільки ймовірність події 
[image: image56.wmf]A

 додатна. Як наслідок отримуємо:
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[image: image221.bmp]Що і потрібно було довести.
[image: image58]
У загальному випадку ймовірність одночасної появи кількох подій дорівнює добутку ймовірності однієї з них на умовні ймовірності всіх інших, причому ймовірність кожної наступної події визначається у припущенні, що усі попередні події вже відбулись. 
Отже, для довільної кількості подій теорема множення ймовірностей набуває вигляду:
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(2.2)
З теореми множення ймовірностей можна визначити умовну ймовірність. Наприклад, за формулою (2.1) маємо, що ймовірність події 
[image: image60.wmf]B

 за умови, що подія 
[image: image61.wmf]A

 вже відбулася, визначається як відношення ймовірності одночасної появи подій 
[image: image62.wmf]A

 та 
[image: image63.wmf]B

 до безумовної ймовірності події 
[image: image64.wmf]A

:
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Якщо повернутися до прикладу з двома двокольоровими жетонами, то із застосуванням формули (2.3) матимемо таке розв’язання. Безумовна ймовірність події 
[image: image66.wmf]A

 (поява білого кольору на другому жетоні) становить 
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. Безумовна ймовірність одночасної появи подій 
[image: image68.wmf]A

 і 
[image: image69.wmf]B

, тобто одночасної появи білого кольору на обох жетонах, становить 
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. Отже, умовна ймовірність подій 
[image: image71.wmf]B

 (білий колір на другому жетоні) за умов, що подія 
[image: image72.wmf]A

 вже відбулась (на першому жетоні з’явився білий колір), дорівнює 
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. Ми отримали ту ж саму відповідь, але виходячи з інших міркувань.
Якщо ймовірність появи події 
[image: image74.wmf]B

 не залежить від того, відбулася чи ні подія 
[image: image75.wmf]A

, то такі події є взаємно незалежними, і для кожної події ймовірність її появи за умов, що перша з подій вже відбулася, дорівнює безумовній імовірності. Відповідно, формули (2.1) і (2.1') набувають вигляду:


[image: image76.wmf])

(

)

(

)

(

B

P

A

P

AB

P

×

=

.




(2.4)

Формула (2.4) може розглядатися як теорема множення ймовірностей для незалежних подій.


Наслідком теореми множення ймовірностей можна вважати теорему, що дозволяє визначити ймовірність появи хоча б однієї з випадкових подій. 

Теорема. Імовірність появи хоча б однієї з випадкових подій 
[image: image77.wmf]n

S

S

S

...,

,

,

2

1

, які є незалежними у сукупності, дорівнює різниці між одиницею та добутком ймовірностей протилежних подій 
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[image: image222.bmp]
Доведення. Нехай подія 
[image: image79.wmf]A

 полягає в тому, що як наслідок випробування відбувається хоча б одна з подій 
[image: image80.wmf]n
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. Тоді протилежна подія 
[image: image81.wmf]A

 полягає у тому, що жодна з цих подій не відбудеться, тобто  
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. За умовою події, що утворюють подію 
[image: image85.wmf]A

, теж є незалежними, звідси за теоремою множення маємо:
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[image: image223.bmp]Це і потрібно було довести.  
Достатньо поширеним є правило, за яким появу події в одиничному випробуванні позначають 
[image: image87.wmf]i
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), тоді ймовірність появи протилежної події позначають 
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. Відповідно з цими позначеннями теорема про ймовірність появи хоча б однієї події набуває вигляду:
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(2.5)


Приклад.
Імовірність того, що акції компанії 
[image: image91.wmf]A

 протягом найближчого тижня зростатимуть, дорівнює 0,7. Імовірність того, що протягом цього ж тижня зростатимуть акції компанії 
[image: image92.wmf]B

, дорівнює 0,4, а ймовірність того, що зростатимуть акції компанії 
[image: image93.wmf]C

, становить 0,2. Визначити ймовірність того, що протягом наступного тижня зростуть акції хоча б однієї компанії, якщо ці процеси є незалежними.

Розв’язання. Позначимо через 
[image: image94.wmf]D

 випадкову подію, яка полягає у тому, що зростуть акції хоча б однієї компанії. Оскільки випробування є незалежними у сукупності, скористуємося для визначення ймовірності формулою (2.5):


[image: image95.wmf].
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Окремим випадком теореми про визначення ймовірності появи хоча б однієї події є формула для визначення ймовірності появи хоча б однієї події для випадку, коли для всіх подій, що розглядаються, ймовірність появи є однаковою. 
Нехай для кожної з подій 
[image: image96.wmf]n
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 ймовірність появи становить 
[image: image97.wmf]p
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. Відповідно, для протилежної події 
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Тоді формула (2.5) набуває вигляду:
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(2.6)

Приклад. На складі для сигналізації про пожежу встановлено п’ять датчиків. Ймовірність того, що датчик спрацює при пожежі, становить 0,9. Знайти ймовірність того, що при пожежі спрацює хоча б один з датчиків.

Розв’язання. Події спрацьовування певного датчика при пожежі можна розглядати як окремі випадкові події, ймовірність яких однакова і дорівнює 0,9. Тоді за формулою (2.6) визначаємо ймовірність того, що при пожежі спрацює хоча б один з датчиків:


[image: image100.wmf].

99999

,

0

1

,

0

1

)

(

5

=

-

=

A

P


Отже, завдяки великій кількості датчиків ймовірність виявлення пожежі у разу її виникнення дуже висока. 
2.3. Теорема додавання ймовірностей
Під теоремою додавання ймовірностей мають на увазі ймовірність суми сумісних подій. Згадаємо, що ймовірність суми несумісних подій визначається аксіомою IV. Отже, якщо події 
[image: image101.wmf]A

 і 
[image: image102.wmf]B

 є несумісними, то ймовірність того, що матиме місце подія 
[image: image103.wmf]A

 або 
[image: image104.wmf]B

 дорівнює сумі безумовних ймовірностей цих подій.  
Теорема. Імовірність появи хоча б однієї з двох сумісних подій дорівнює сумі їх ймовірностей за виключенням ймовірності їх добутку:
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(2.7)

Доведення. Для доведення цієї теореми скористаємося діаграмою Вена – Ейлера (рис. 2.1 ), на якій сумі сумісних подій 
[image: image106.wmf]A

 і 
[image: image107.wmf]B

 відповідає площа заштрихованої фігури – кіл, що перетинаються. Ця фігура складається з трьох частин, які можна розглядати як несумісні події. Одна з цих частин (зліва направо) є частиною кола, що відповідає події 
[image: image108.wmf]A

 при умові, що подія 
[image: image109.wmf]B

 не відбулась, тобто за виключенням події 
[image: image110.wmf]B

. Це подія 
[image: image111.wmf]B

A

\

. Друга – це перетин кіл 
[image: image112.wmf]A

 і 
[image: image113.wmf]B

, тобто подія 
[image: image114.wmf]AB

, яка полягає у одночасній появі подій  
[image: image115.wmf]A

 і 
[image: image116.wmf]B

. І  третя – частина кола, що відповідає події 
[image: image117.wmf]B

 за виключенням події 
[image: image118.wmf]A

, тобто 
[image: image119.wmf]A

B
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. це перетин кіл 
[image: image120.wmf]A

 і 
[image: image121.wmf]B

, тобто подія 
[image: image122.wmf]AB

, яка полягає у одночасній появі подій  
[image: image123.wmf]A

 і 
[image: image124.wmf]B

. 

[image: image125]
Рис. 2.1. Сума сумісних подій 
[image: image126.wmf]A

 і 
[image: image127.wmf]B

 як сукупність
       несумісних подій 
[image: image128.wmf]B
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, 
[image: image129.wmf]A
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 та 
[image: image130.wmf]AB


Подію 
[image: image131.wmf]B
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 можна надати як добуток події

[image: image132.wmf]A

 на подію 
[image: image133.wmf]B

, також 
[image: image134.wmf]A
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. Тепер ймовірність суми двох сумісних подій набуває вигляду: 
[image: image135.wmf])
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. Усі події попарно несумісні. Так, у складі події 
[image: image136.wmf]AB

 міститься подія 
[image: image137.wmf]B

, а у складі події 
[image: image138.wmf]B

A

 – подія 
[image: image139.wmf]B

. Оскільки події 
[image: image140.wmf]B

 і 
[image: image141.wmf]B

 є несумісними, то також несумісними є події 
[image: image142.wmf]AB

 і 
[image: image143.wmf]B

A

. Застосувавши для несумісних подій аксіому IV, маємо:

[image: image144.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

B

A

P

A

B

P

B

A

P

B

A

P

+

+

=

+

.
Оскільки 
[image: image145.wmf])
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, то підставивши обидва ці вирази у попередню формулу, отримаємо, що 
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. Це і треба було довести. 
Зауваження. У деяких підручниках формула для визначення добутку несумісних подій розглядається як наслідок формули (2.1) у випадку, коли 
[image: image148.wmf]0
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. Однак при аксіоматичній побудові теорії ймовірностей такий висновок є невірним, оскільки при доведенні формули (2.1) користуються положенням аксіоми IV як це робили і ми.

Для довільної кількості подій теорема додавання ймовірностей набуває вигляду:
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(2.8)
Розглянемо застосування наведених вище теорем. 
Приклад. Нехай виріб складається є трьох елементів, які виготовляють різні цехи підприємства. Імовірність того, що продукція першого цеху не відповідає стандарту, становить 0,2, для другого цеха ця ймовірність становить 0,1, для третього – 0,3. Визначити ймовірність того, що готовий виріб буде мати лише один дефектний елемент. 
Розв’язання. Позначимо через 
[image: image150.wmf])
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 імовірність того, що нестандартна продукція виготовлена 
[image: image151.wmf]i

–им цехом (
[image: image152.wmf]3

,

1

=

i

). Умову прикладу можна проілюструвати за допомогою діаграми Венна – Ейлера (рис. 2.2). 







Рис. 2.2. Діаграма Венна – Ейлера для трьох сумісних подій
На рис. 2.2 імовірність події 
[image: image153.wmf]i

A

 відображається площею кола (якщо вважати площу прямокутника, що відповідає повні групі подій Ω, за одиницю). Тоді ймовірність події, яка полягає в тому, що неякісною є продукція тільки будь-якого одного цеху, вимірюється як площа фігури, яка складається з частин кожного з трьох кіл, що заштриховані в одному напряму. Отже, ймовірність події 
[image: image154.wmf]A

, яка полягає в тому, що продукція тільки одного цеха буде неякісною, визначається співвідношенням:
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Оскільки всі події є незалежними і попарно несумісними, то
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Імовірність того, що продукція 
[image: image157.wmf]i

–го цеха буде якісною, тобто випадкова подія, яка є протилежною події 
[image: image158.wmf]i

A

 (продукція не є якісною) становить 
[image: image159.wmf])
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. Тоді ймовірність події 
[image: image160.wmf]A

 дорівнює:
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2.4. Повна ймовірність
Нехай подія 
[image: image162.wmf]A

 може наступити лише за умови появи однієї з несумісних подій (гіпотез) 
[image: image163.wmf]n
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, які утворюють повну групу подій, і ймовірності кожної з подій цієї групи 
[image: image164.wmf])
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 відомі, а також відомі умовні ймовірності події 
[image: image165.wmf]A

 у випадку, коли має місце певна гіпотеза, тобто 
[image: image166.wmf])
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, де 
[image: image167.wmf]n
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. Тоді ймовірність події 
[image: image168.wmf]A

 визначається за формулою, яка має назву формули повної ймовірності:
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(2.9)

де  
[image: image170.wmf])
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 − ймовірність реалізації 
[image: image171.wmf]i

-ої гіпотези;

      
[image: image172.wmf])
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 − ймовірність події 
[image: image173.wmf]A

 за умов, що реалізується гіпотеза 
[image: image174.wmf]i
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.

Оскільки гіпотези 
[image: image175.wmf]n
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 утворюють повну групу несумісних подій, то повинні виконуватися наступні умови:
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Формула повної ймовірності є наслідком теорем множення і додавання ймовірностей випадкових подій.
Доведення. Оскільки подія 
[image: image179.wmf]A

 може з’явитись лише як наслідок реалізації будь-якої з гіпотез 
[image: image180.wmf]n
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, які утворюють повну групу подій, то подія 
[image: image181.wmf]A

 є сумою добутків кожної з гіпотез на подію 
[image: image182.wmf]A

:  
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Оскільки гіпотези є подіями, які попарно несумісні (
[image: image184.wmf]I
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), то кожний доданок у останньому виразі є подією, які теж є попарно несумісними. Тоді за аксіомою IV маємо:  
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За теоремою множення ймовірностей отримуємо:
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Отже, отримали формулу (2.9). Саме її і потрібно було довести.
Приклад. Припустимо, що людина придбала 2 білети в лотереї, де виграш припадає на три білети з десяти, і 3 білети в лотереї,  де виграш припадає на чотири білети з десяти. Визначимо ймовірність того, що людина отримає виграш по одному з білетів. 
Розв’язання. Оскільки виграшний білет може відповідати або першій лотереї (гіпотеза 
[image: image188.wmf]1

H

), або другій лотереї (гіпотеза 
[image: image189.wmf]2

H

), то ці події несумісні і гіпотези утворюють повну групу подій. Так, ймовірність гіпотези 
[image: image190.wmf]1

H

 становить 0,4 (тому що є два таких білети з п’яти), тоді як для гіпотези 
[image: image191.wmf]2
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 ймовірність становить 0,6. Перевіряємо: 
[image: image192.wmf]1
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. Дійсно, гіпотези 
[image: image193.wmf]1

H

 і 
[image: image194.wmf]2

H

 утворюють повну групу подій. Ймовірність того, що білет першої лотереї виграє, дорівнює 0,3, а ймовірність того, що другої –дорівнює 0,4. Тепер за формулою повної ймовірності маємо:



[image: image195.wmf].
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2.5. Теорема гіпотез (формула Байєса) 
Нехай подія 
[image: image196.wmf]A

 наступає лише за умови появи однієї з несумісних випадкових подій (гіпотез) 
[image: image197.wmf]n
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, що утворюють повну групу подій. Припустимо, що подія 
[image: image198.wmf]A

 вже відбулась, і необхідно визначити ймовірність того, що подія 
[image: image199.wmf]A

 відбулась саме завдяки реалізації гіпотези 
[image: image200.wmf]i

H

. На це питання відповідає формула Байєса. Формула Байєса, або теорема гіпотез є наслідком теореми множення ймовірностей і формули повної ймовірності. Ймовірність 
[image: image201.wmf])
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, яка визначається як ймовірність гіпотези 
[image: image202.wmf]i
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 за умов, що подія 
[image: image203.wmf]A

 відбулася, називається апостеріорною ймовірністю (на відміну від апріорної ймовірності 
[image: image204.wmf])
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, яка відома ще до початку випробувань). Апостеріорна ймовірність 
[image: image205.wmf])
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 обчислюється за співвідношенням: 
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(2.11)

Доведення. Для визначення ймовірності добутку події 
[image: image207.wmf]A

 й довільної гіпотези 
[image: image208.wmf]i

H

 застосуємо теорему множення ймовірностей. Вона має вигляд: 
[image: image209.wmf])
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. Прирівнюємо праві частини обох виразів і знаходимо звідти апостеріорну ймовірність:

[image: image211.wmf])

(

)

|

(

)

(

)

|

(

A

P

H

A

P

H

P

A

H

P

i

i

i

×

=

.

Визначивши 
[image: image212.wmf])
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 за допомогою формули повної ймовірності (2.9), отримаємо вираз (2.11), що і потрібно було довести.
Приклад. Повернемося до умови прикладу про лотерейні білети. Нехай людина придбала 2 білети лотереї, де виграш припадає на три білети з десяти, і 3 білети лотереї,  де виграш припадає на чотири білети з десяти. Відомо, що на один з її білетів припав виграш. Визначити ймовірність того, що виграшним виявився білет лотереї «три з десяти». 
Розв’язання. Оскільки подія 
[image: image213.wmf]A

 вже відбулася, обчислення ймовірності здійснюється за формулою (2.11), у знаменнику якої міститься повна ймовірність події 
[image: image214.wmf]A

 (її значення ми обчислили у попередньому прикладі, вона становить 0,36), а у чисельнику – ймовірність виграшу за білетом «три з десяти» (це перший доданок у формулі повної ймовірності). За теоремою гіпотез отримуємо значення апостеріорної ймовірності для гіпотези 
[image: image215.wmf]1
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Давайте визначимо апостеріорну ймовірність гіпотези 
[image: image217.wmf]2
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За формулою Байєса ймовірність того, що виграшним виявився один з білетів лотереї «чотири з десяти», дорівнює:
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Отже, сума апостеріорних ймовірностей дорівнює одиниці:
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2.6. Питання для самоперевірки
1. Наведіть означення умовної ймовірності. Приведіть приклад.
2. Поясніть, чим відрізняється умовна ймовірність від безумовної.
3. Сформулюйте теорему множення ймовірностей.
4. Сформулюйте теорему додавання ймовірностей для випадку двох подій.
5. Визначить, чи можна формулу для додавання ймовірностей несумісних випадкових подій вважати теоремою, і обґрунтуйте висновок.
6. За формулою визначення ймовірності появи хоча б однією події поясніть, які події слід було б враховувати як сприятливі.
7. Які події при визначенні повної ймовірності вважають гіпотезами?
8. Наведіть формулу повної ймовірності.

9. Поясніть різницю між апріорною ті апостеріорною ймовірностями. 
10. Сформулюйте теорему гіпотез (для визначення апостеріорної ймовірності).
11. Доведіть, що сума апостеріорний ймовірностей повинна дорівнювати одиниці.
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