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5.1. Абсолютна величина дійсного числа та її властивості.

Абсолютна величина  числа
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 називається само число 
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, якщо воно додатне і 
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Для будь-якого дійсного числа 
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 виконуються нерівності
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Властивості абсолютних величин:

1. 
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 рівнозначно нерівностям  
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2. Абсолютна величина додатку не більше додатку абсолютних величин
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3. Абсолютна величина різниці величин не менш за різницю абсолютних величин
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4. Абсолютна величина додатку дорівнює додатку абсолютних величин
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5. Абсолютна величина частки дорівнює частці абсолютних величин
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5.2. Змінні та сталі величини. Область змінювань


При дослідженні явищ, або будь-якого процесу маємо справу з різноманітним величинами: температурою, швидкістю, довжиною, об’ємом та ін. Деякі з них змінюються, а інші залишається сталими. Величина, яка за даних умов набуває різних числових значень, зветься змінною величиною, а величина яка лишається сталою у будь-якому процесі, зветься сталою величиною. Сталі величини, які не змінюються за будь-яких умов – це абсолютно сталі (число 
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, число 
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, швидкість світла та інші). Сталі, що не є універсальними, звуть параметрами (у рівнянні прямої 
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 - параметри). Сукупність усіх числових значень, що їх може набувати змінна величина, звуть областю, або обсягом змінювання цієї змінної.


Змінна величина вважається заданою, якщо вказано обсяг її змінювання 
[image: image22.wmf]{
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Будь-яка числова множина може бути областю змінювання змінної.


Наприклад:


1) 
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Числовий проміжок з центром в точці  
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 довжиною 
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-околом цієї точки: 
[image: image34.wmf](

)

;.

aa

ee

-+


5.3. Функція. Способи завдання функції


Поняття функції є з одним з основних понять математичного аналізу.


Означення. Якщо кожному значенню змінної 
[image: image35.wmf]x

 множині 
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 за деяким правилом або законом 
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 ставиться у відповідність одне значення змінної 
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 з множини 
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 то говорять, що на  множині  
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 задано функцію  
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Змінну  
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 називають аргументом, або незалежною змінною, а залежну змінну 
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функцією, множину 
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 називають областю визначення, а множину 
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 областю значень функції.


Правило відповідності між значеннями змінних 
[image: image46.wmf]x

і
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 є спосіб завдання функції. Існує три основних способи завдання функції:

1. Аналітичний спосіб. Якщо функція задається у вигляді аналітичного виразу (формули), де зазначено які дії і в якому порядку слід виконати над значенням  
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, щоб дістати відповідні значення функції. При цьому вказується, для яких значень аргументу ця функція розглядається. Якщо множина 
[image: image49.wmf]X

 не задається, то маються на увазі всі значення аргументу 
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, за яких функція кінцева та дійсна.

Приклади. Знайти область визначення функцій 
1.
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2. Табличний спосіб – це спосіб зображення функції таблицею, яка складається з ряду значень незалежної змінної 
[image: image59.wmf]x

 та відповідних значень змінної 
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. Такий спосіб завдання часто встановлюється  експериментально або шляхом спостережень.


3. Графічний спосіб. При дослідженнях, пов’язаних з використанням самописних приладів, відповідність між  незалежною зміною 
[image: image61.wmf]x

 та функцією  
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 встановлюється за допомогою деякої лінії, яку побудовано у вибраній системі координат. Абсциса кожної точки лінії зображує деяке значення  
[image: image63.wmf]x

, а ордината – відповідне значення  
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. Множину всіх точок координатної площини 
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 координати яких задовольняють  рівність 
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Розроблені в математичному аналізі методи дослідження функції найкраще пристосовані до аналітичного способу завдання функції.

5.4. Класифікація функцій за їх властивостями.


Монотонні функції. Функція 
[image: image67.wmf](
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  є зростаючою на деякій множині  
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 Функція – спадаюча, якщо при 
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 Зростаючі та спадаючі функції на множині 
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 називаються монотонними.


Приклад.  Функція 
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Приклад.   
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Функція спадає на цьому інтервалі.


Функція називається  кусочно-монотонною на множині 
[image: image78.wmf]X

, якщо цю множину можливо розбити на такі множини, на яких ця функція буде монотонною. Наприклад, функція  
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спадає, а на інтервалі 
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Обмежені та необмежені функції.  Функція 
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 обмежена на  множині 
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, якщо є такі числа 
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,  якщо таких чисел немає, то функція називається необмеженою. Нехай число 
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 найбільше з чисел 
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, тоді для обмеження функції має виконуватись умова 
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Приклад. Функція 
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Приклад. Функція  
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 і не обмежена на проміжку 
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Парні та непарні функції.  Множина 
[image: image96.wmf]X

 зветься симетричною відносно початку координат, якщо їй належать як значення  
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. Функція називається парною, якщо виконується рівність:
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то функція називається непарною.


Приклади. Дослідити функції на парність та непарність.  

1. 
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 не є парною і не є непарною, тому що значення 
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 не належать області визначення функції.

Зауважимо, що графік непарної функції – це крива, що симетрична відносно початку координат, а парної функції – відносно осі координат.


Періодична функція. Функція 
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 називається періодичною на множині 
[image: image111.wmf]X

, якщо існує таке число 
[image: image112.wmf]0,

l

>

 що для будь-якої точки 
[image: image113.wmf]x

, що належить області визначення виконується умова:
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Число 
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 є період функції 
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При цьому числа 
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 теж можна вважати періодами функції, але, говорячи про період функції, маємо на увазі її найменший період.

Наприклад. 
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Зауважимо, що при побудові графіка періодичної функції достатньо побудувати його у будь-якому сегменті 
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Обернена функція. Нехай функція 
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 визначена на множині   
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Якщо кожному значенню змінної 
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 відповідає одне значення змінної 
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 можливо визначити функцію
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Множини 
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та 
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 є будь-які проміжки, або інші числові множини.

Якщо 
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 функція обернена по відношенню до функції 
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Теорема. Якщо функція 
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 монотонна на множині 
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, то на відповідній множині 
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 існує також монотонна обернена функція 
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Дійсно, якщо функція 
[image: image145.wmf](

)

yfx

=

, наприклад, зростає, то кожному 
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 Обернена функція теж зростаюча 
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 Дійсно , якби 
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 що не задовольняє умову зростання функції 
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Графіки прямої та оберненої функції симетричні відносно бісектриси першого та третього координатних кутів (Рис. 5.1).
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Рис. 5.1.

5.5. Основні елементарні функції


Основними елементарними функціями в математичному аналізі є такі функції:

1. степенева функція 
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2. Показникова функція 
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, функція визначена на множині 
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3. Логарифмічна функція  
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 область визначення 
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 Функція є оберненою до 
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4. Тригонометричні функції


[image: image165.wmf]sin;cos;;1;

yxyxxRy

==Î£



[image: image166.wmf]tg;

yx

=

   
[image: image167.wmf](

)

;

2

xkkZ

p

p

¹+Î



[image: image168.wmf]ctg;
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5. Обернені тригонометричні функції
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Означення. Функція  
[image: image182.wmf](
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 визначена на множині 
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 зветься елементарною, якщо вона задається однією формулою, так, що її значення при будь-якому 
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 може бути знайдено за допомогою скінченого числа елементарних дій (додавання, добуток, ділення, піднесення до степеня, добування кореня, логарифмування, обчислення тригонометричних та обернених тригонометричних функцій), при цьому кількість операцій не залежить від значення аргументу 
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. Наприклад, 
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 – це елементарна  функція;  прикладами неелементарних функцій є 
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У першому випадку число дій над аргументом нескінченне, у другому – функція задається двома формулами.

5.5. Приклади застосування 
елементарних функцій в економіці.


Приклад. Лінійна функція
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Якщо 
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 об’єм продукції, а 
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витрати на одиницю продукції, 
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сталі витрати, то 
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 загальні витрати виробництва, або виробнича функція.


Приклад. Дробово-лінійна функція.


Нехай виробнича функція 
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Останню функцію можна визначити, як середні витрати виробництва на одиницю продукції. При цьому функція 
[image: image196.wmf]y

 може мати будь-який вигляд, тоді середні витрати виробництва на одиницю продукції є 
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Приклад. Формула простих відсотків.


В банк внесена початкова сума 
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 під 
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 відсотків щорічних. Яку суму буде  накопичено за 
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Якщо початкова сума 
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за перший рік:  
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за другий рік:  
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Накопичено сума за 
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 років буде:  
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Приклад. Формула складених відсотків.


Сума в 
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 внесена в банк під складений процент, при умові начислення кожної одиниці часу (місяць, рік) 
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На кінець першого року сума складає:
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другого року
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Звідки:  
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Формулу  можливо довести методом математичної індукції.
5.5. Числова послідовність. Границя послідовності

Означення. Функцію 
[image: image212.wmf](
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, називають числовою послідовністю. У цьому випадку функцію позначають 
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 Числова послідовність вважається заданою, якщо для кожного номера 
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 можливо однозначно визначити член послідовності, що знаходиться на 
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Завдання послідовності найчастіше здійснюється аналітичним способом, тобто у вигляді формули загального члена 
[image: image219.wmf](
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Щоб підійти до поняття границі, наведемо декілька прикладів  числових послідовностей,  а саме:
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Проаналізуємо поведінку числових послідовностей при зростанні номера 
[image: image225.wmf].
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У першому прикладі змінна 
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 наближається до нуля, але значення 
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 коливаються навколо нуля; у третьому прикладі змінна наближається до 1; весь час зростає 
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 Спільним для всіх  послідовностей є те, що при зростанні номера 
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 різниця між 
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 зменшується і залишається  малою. Стале число 
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 є границя послідовності.


Означення. Число 
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 називають границю послідовності  
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 задовольняється нерівність
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Символічно можна записати:
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Згідно з означенням доведемо, що
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Запишемо нерівність
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Отже, можна покласти 
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На відміну від розглянутої послідовності в прикладі 4 і 5 послідовності границі не мають. Геометричний зміст границі послідовності.

Нерівність 
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 якщо 
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Отже, якщо число 
[image: image248.wmf]a

 границя послідовності  
[image: image249.wmf]n

x

,  то який би  
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 окіл точки 
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 не взяти, всі члени послідовності 
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, починаючи з 
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 повинні попасти в цей окіл. Отже за цим околом залишається скінченна кількість членів 
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5.5. Основні теореми про послідовність, яка має границю


Властивості збіжних послідовностей формулюються в вигляді теорем, які далі застосовуються в теоретичних та практичних дослідженнях.

Теорема. 1. Якщо змінна 
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 має границю 
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Теорема 2. Якщо змінна 
[image: image259.wmf]n
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 має скінченну границю, то вона обмежена.


Теорема 3. Якщо змінна 
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 має скінченну границю, то ця границя тільки єдина. 


Теорема 4. Якщо члени послідовностей  
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 то ї границі задовольняють  таку саму нерівність  
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Теорема 5. Якщо члени послідовностей  
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то послідовність 
[image: image268.wmf]{
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Теорема 5. Якщо послідовність 
[image: image270.wmf]{
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 монотонно зростає (спадає) і обмежена зверху (знизу), то така послідовність має границю.


Доведення ціх теорем може бути розглянуто як теоретичні приклади.

5.9. Нескінченно малі та нескінченно великі послідовності та їх  властивості

Означення. Нескінченно малою послідовністю називається послідовність, границя якої дорівнює нулю.

Отже 
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Будемо позначати нескінченно малі послідовності літерами грецького алфавіту 
[image: image273.wmf]{
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Прикладом нескінченно малих послідовностей є 
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 Поняття нескінченно малої пов’язано з поняттям границі взагалі і дає критерій збіжності послідовності.


Теорема5. Послідовність 
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Необхідність. Нехай 
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Достатність. Нехай  
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, довести, що 
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 Отже, за умовою 
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 а це означає, що 
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Розглянемо основні властивості нескінченно малих :


1. Сума декількох нескінченно малих послідовностей є послівність нескінченно мала


Нехай 
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 Отже послідовність 
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 нескінченно мала.


2. Добуток нескінченно малої на обмежену послідовність – нескінченно мала послідовність. Нехай 
[image: image299.wmf]{
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Звідси 
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Наслідок 1. Добуток сталою на нескінченно малу є нескінченно мала.


Наслідок 2. Добуток скінченного числа  нескінченно малих є нескінченно мала послідовність.

 Означення. Нескінченно великою послідовністю зветься послідовність, яка має нескінченну границю 
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 Наприклад, 
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 Зв’язок між нескінченно малими та нескінченно великими послідовностями затверджується такою теоремою:

Теорема5.Якщо змінна 
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Доведення. Нехай 
[image: image316.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image317.wmf]{

}

n

x

-

нескінченно мала, тобто 
[image: image318.wmf],,

n

xnN

e

<>

 звідси 
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 Якщо покласти 
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5.10. Границі додатку, добутку, частки


Теорема9. Нехай 
[image: image322.wmf]{
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 тоді їх сума (різниця), добуток, частка (якщо границя знаменника 
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Наведенні співвідношення поширюються і на випадок кількох, але певного числа, додатків чи множників.


Доведемо одне з тверджень теореми, наприклад:  
[image: image328.wmf]lim.
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З визначення границі               
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де 
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нескінченно малі.

Знайдемо   
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На основі властивостей нескінченно малих до додатку 
[image: image334.wmf]ab

 додається нескінченно мала, що свідчить про те, що 
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5.11. Границя функції. Геометричний зміст. Односторонні границі функції

Зафіксуємо певне значення 
[image: image336.wmf]0
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, в околі якого функція 
[image: image337.wmf](
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 визначена, в самій точці 
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 функція може і не існувати. Точка 
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 називаються граничною точкою  множини 
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, якщо у будь-якому околі точки існують значення 
[image: image341.wmf]xÕ
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 відмінні від 
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Означення.Функція 
[image: image343.wmf](
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 що прямує до 
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 (або в точці 
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), якщо для будь-якої послідовності значень аргументу, збіжної до 
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 відповідна послідовність значень функції збігається до 
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Отже, якщо  
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Границю функції пишуть у такому вигляді: 
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В останніх формулах послідовність 
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називають нескінченно великою при  
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Якщо 
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Наприклад, 
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 є функція нескінченно велика при 
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Приклад . Довести, що 
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Розглянемо різницю між 
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В знаменнику величина 
[image: image373.wmf](
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нескінченно велика, а чисельник цього дробу стала величина. Отже, дріб  буде нескінченно малою. Таким чином, різниця між 
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 є нескінченно малою, а це означає, що  
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Приклад . Довести, що 
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Функція визначена для всіх 
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. Візьмемо послідовність значень аргументу прямує до нуля;
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Візьмемо другу послідовність аргументу
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Послідовність значень функції
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Отже, 
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 не існує, тому що для двох різних послідовностей значень 
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, що збігаються до нуля, одержані різні границі відповідних послідовностей значень функцій.
 Наведемо означення границі функції за Коші. 


Означення .Нехай функція 
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 визначена в деякому околі точки 
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, крім можливо, самої точки  
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Число 
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 називають границею функції в точці  
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 якщо для довільного числа 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image396.wmf]
Геометричний зміст границі функції. Якщо число  
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 відповідні значення функції містяться в смузі 
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 (рис.5.2).
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Рис.5.2

Звернемо увагу на поняття односторонніх границь функції.

Згідно з означенням границі функції співвідношення 
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 передбачає, щоб відповідні умови означення виконувались для всіх точок  близьких до 
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 як справа так і зліва. Але на практиці існують функції, що поводяться по різному поблизу точки 
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Наприклад, 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image412.wmf]1
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В зв’язку з цим вводяться поняття правосторонньої та лівосторонньої границі.


Означення.Число 
[image: image413.wmf]A

 називають границею  функції 
[image: image414.wmf](

)

fx

 зліва (справа)  в точці  
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, якщо для будь-якої послідовності значень аргументу збіжної до 
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  відповідна послідовність значень функції збігається до 
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Позначається: ліва границя:
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Між односторонніми границями та границею функцій в точці  
[image: image421.wmf]0
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 має місце певний зв’язок. Якщо односторонні границі функції існують і рівні , то існує  
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5.12. Поширення теорії границь послідовностей 
на функції


Границі функції неперервного аргументу мають властивості, аналогічні тим, які були доведені щодо послідовностей. Цей факт   дово деться, якщо границі функції визначати на мові послідовностей.
Для розв’язування прикладів приведемо теорему про знаходження границі суми, добутку та частки.


Теорема 5. Нехай на множині 
[image: image424.wmf]Õ

 з граничною точкою задається функція 
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 які в точці 
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 мають скінченні границі
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Тоді границя суми, добутку, частки цих функцій дорівнюєсумі, добутку, частці границь цих функцій (якщо границя знаменника не дорівнює нулю). 

Сформульована теорема в стислому вигляді запишеться так:
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Доведемо теорему для першого співвідношення. За визначенням границі функції  для будь-якої  послідовності значень змінної 
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Відповідні послідовності значень функцій
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Для функцій натурального аргументу


[image: image440.wmf](
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 і теорему доведено.

Інші співвідношення доводяться аналогічно.


Зауважимо, що якщо наведені умови теореми не виконуються, то маємо справу з так званими не визначеннями, границі яких можна знайти відповідними перетвореннями. 


Зауважимо, якщо функція визначена в точці 
[image: image441.wmf]0
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то обчислення границі зведеться до підстановки замість 
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 його граничного значення тобто використовується рівність 
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Приклад. Знайти границю
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В цьому простому прикладі легко використовується теорема про границю добутку.


Приклад. Знайти границю
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Отже, границя визначення за теоремами та їх наслідками.


Приклад. Знайти границю  
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 У цьому прикладі також  працюють теореми.


Приклад. Знайти границю  
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У точці 
[image: image448.wmf]2
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 функція невизначена, знаменник дробу дорівнює нулю і теорема про границю частки не працює. Але із властивостей нескінченно малих ця функція нескінченно велика при 
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Отже, функція наближається до нескінченності.

Запитання для самодіагностики

1. Що називається абсолютною величиною числа?

2.  Які властивості абсолютних величин?

3. Яка залежність називається функціональною? 

4. Які існують засоби завдання функції?

5. Які функції називають парними, непарними?

6.  Які функції називають периодичними?

7. Які функції називають монотонними?

8. Які функції називають обмеженими?

9. Які функції належать до основних елементарних?

10 .Які функції називаються елементарними? 

11.Наведіть приклади застосування елементарних функцій в   економіці.

12. Яка послідовність називається нескінченно малою? 

13. Яка послідовністьназивається нескінченно великою?

14. Чому дорівнює границя суми двох функцій?

15. Чому дорівнює границя добутку двох функцій?

15. Чому дорівнює границя добутку сталої на функцію?

15. Чому дорівнює границя частки двох функцій?
 Розкриття невизначеностей.

 Перша та друга чудові границі

5.1. Розкриття невизначеностей. 

5.2. Перша чудова границя. Наслідки.
5.3. Друга чудова границя. Наслідки.
5.4. Нескінченно малі, їх порівняння. 

5.5. Використання еквівалентних нескінченно малих при обчисленні границь.
5.1. Розкриття невизначеностей

При знаходженні границі функцій необхідно мати на увазі теореми, яким задовольняють функції, що мають границю. На практиці досить широко маємо справу з такими функціями, до яких теореми використати неможливо, якщо не перетворити вираз, границю якого треба обчислити. Такі вирази називають невизначеністями. Розглянемо ряд невизначень різного типу.

1. Невизначеність типу 
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, якщо треба знайти границю відношення двох многочленів, коли аргумент прямує до нескінченності:
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Для обчислення границі потрібно чисельник та знаменник дробу поділити на найвищу степінь 
[image: image452.wmf],

x

 а потім обчислити границю.

Приклади. Обчислити границю:

а)
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У цьому прикладі перша степінь змінної 
[image: image455.wmf]n

 є найвища, тому чисельник та знаменник поділили на 
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 і обчислили границю.


2. Невизначеність виду 
[image: image457.wmf].
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 Розглянемо границю частки двох функцій: 
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 прямують до 0 одночасно. Тобто 
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 є коренем  чисельника та знаменника. У випадку, якщо 
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 многочлени, їх можливо за теоремою Безу розкласти на множники, один з яких 
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 а потім скоротити дріб на 
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Приклад. Обчислити границю
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Приклади. Обчислити границі
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В цьому прикладі, якщо 
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5.2. Перша чудова границя. Наслідки
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Для застосування цієї теореми треба відзначити, що в ролі аргументу 
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На практиці, як готові формули, використовують наслідки з теоремиЖ
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Приклади. Обчислити границі
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5.3 .Друга чудова границя. Наслідки

Теорема 2. Границя послідовності 
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Із зростанням 
[image: image530.wmf]n

 зростає як число додатних доданків (їх у формулі 
[image: image531.wmf]1

+

n

), так і величина кожного доданку, тобто 
[image: image532.wmf]{

}

-

n

u

зростає. 

Зробимо оцінку загального члена послідовності  
[image: image533.wmf]n

u

.  


[image: image534.wmf]1

1111

22.

121222

n

n

u

n

-

<+++<+++

×××

KK


Отже, маємо суму 
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Таким чином, послідовність 
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Можна довести, що функція 
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Другою чудовою границею називають 
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Останню рівність можна записати і в такому вигляді:  
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Стосовно двох формул, що відповідають другій чудовій границі можна навести такі самі міркування, як і при аналізі першої чудової границі: в ролі 
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 та 
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 можуть виступати відповідно будь-які нескінченно великі чи нескінченно малі, але структура виразу повинна бути такою, як в наведених формулах.


На практиці як готові формули використовують наслідки з основної теореми:
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Приклади. Обчислити границі:


а)  
[image: image563.wmf]3

5

5

3

15

33

lim1lim1;

x

x

x

x

xx

e

xx

×

®¥®¥

æö

æöæö

ç÷

+=+=

ç÷ç÷

ç÷

èøèø

èø



б)  
[image: image564.wmf](

)

(

)

(

)

23

3/1/2

6

00

lim12lim12;

x

xx

x

xx

xxe

×

-×

-

-

®®

-=-=


в) 
[image: image565.wmf](

)

221

1

1

2121

2

4

322

limlim1lim1;

111

x

x

x

xx

xxx

x

e

xxx

-

+

+

--

®¥®¥®¥

æö

+

æöæöæö

ç÷

=+=+=

ç÷ç÷ç÷

ç÷

+++

èøèøèø

èø


г) 
[image: image566.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

cos1

1

1/1/(cos1)

000

limcoslim11coslim1(cos1)

x

xx

x

x

xxx

xxx

-

-

®®®

=-+=+-=



[image: image567.wmf]2

222

0

2sin

cos11cos

1

2

limlim

2

0

lim.

x

x

xx

xxx

x

eeee

®

--

--

-

®

====



Задача. Початковий внесок в банк складає 
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Якщо проценти по внеску нараховуються неперервно, то будемо мати:
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Формула відображує показниковий (експоненціальний) закон зростання (при 
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). ЇЇ можна використовувати при неперервному нарахуванні відсотків. Ця формула є достатньо ефективною при аналізі складних фінансових проблем, наприклад, при грунтуванні та виборі інвестиційних рішень.

5.4. Нескінченно малі, їх порівняння
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Порівняти нескінченно малі – це обчислити границю їх відношення 
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Якщо така границя існує, то
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Нехай, наприклад, 
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Запитання для самодіагностики
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88. Що являє собою перша чудова границя?     
89. Що являє собою друга чудова границя?

90. Які функції називається еквівалентними?
91. Як еквівалентні функції застосовуються при обчисленні границь?
Неперервність функції, точки розриву
5.1. Неперервність функції в точці.

5.2. Класифікація розривів функції в точці. Дослідження на неперервність.

5.3. Властивості функцій, неперервних в точці.

5.4. Властивості функцій, неперервних на замкненому проміжку.

5.1. Неперервність функції в точці.
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Звідси можемо надати таке означення неперервності в точці 
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Означення. Якщо функція неперервна в точці 
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тобто функція – неперервна. Функція неперервна на множині 
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тобто функція неперервна в довільній точці 
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5.2. Класифікація розривів функції в точці. 
Дослідження на неперервність
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Зробити висновки відповідно з різновидностями розриву функції .

Приклад. Дослідити не неперервність функцію
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Рис. 5.1.

Приклад. Дослідити на неперервність функцію
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Областю визначення функції є вся числова ось, крім 
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Отже, точка 
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Таким чином точка 
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Рис.5.2.

Приклад. Дослідити на неперервність функцію:
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Маємо неелементарну функцію, функцію задано трьома формулами. На кожному із вказаних проміжків функція неперервна, як елементарна на області свого існування. Необхідно розглянути точки стиковки функцій різного виду. Отже, точки 
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Таким чином, функція в точці 
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 і функція в цій точці має розрив першого роду (Рис.5.3). 
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Рис.5.3 





 Рис. 5.4 

. Приклад. Дослідити на неперервність функцію
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Отже, точка 
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 є точки розриву другого роду(рис.5.4)


5.3. Властивості функцій, неперервних в точці

Теорема 1 (про арифметичні властивості неперервних функцій). Якщо кожна з функцій 
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 і 
[image: image758.wmf](

)

gx

 визначені на множині 
[image: image759.wmf]X

 і неперервні в точці 
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Доведення. Розглянемо частку двох функцій 
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Припущення про неперервність функції 
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Звідки за теоремою про границю частки двох функцій маємо:
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а це означає, що функція 
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 доводиться аналогічно; теорема справедлива для алгебраїчної суми та добутку будь-якої скінченної кількості функцій.

Приклад. Функція 
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 як різниця двох неперервних функцій.

Теорема 2. (Неперервність складеної функції). Нехай функція 
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, то і функція 
[image: image788.wmf](

)

(

)

yfx

j

=

 буде неперервною в точці 
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Доведення. Дамо в точці 
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[image: image799.wmf]0

x

D®

, то і 
[image: image800.wmf]0

y

D®

. Тобто функція 
[image: image801.wmf](

)

(

)

yfx

j

=

 – неперервна. Маємо:


[image: image802.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

0

lim

xx

fxfx

jj

®

=


Остання рівність означає, що під знаком неперервної складної функції можна переходити до границі.

Теорема 3. (неперервність оберненої функції). Якщо функція 
[image: image803.wmf](
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 зростає (спадає) і неперервна на множині 
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, також зростаюча (спадаюча) і неперервна на множині 
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Теорема 4. Основні елементарні функції є функції неперервні на множині їх визначення (без доведення).

Фактично цією теоремою користуємся при обчислюванні границі функцій в точках, які належать області їх визначення.

5.4. Властивості функцій, 
неперервних на замкненому проміжку

Означення. Функцію 
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, якщо вона неперервна в кожній точці цього інтервалу.

Означення. Функція називається неперервною на сегменті 
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, якщо вона неперервна на інтервалі 
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 і неперервна справа в точці 
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Означення. Якщо функція 
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[image: image822.wmf]M

-

, (найменьшим 
[image: image823.wmf]m

-

) значенням функції 
[image: image824.wmf](

)

fx

 на множині 
[image: image825.wmf]X

.

Теорема 4. Якщо функція 
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, то вона на цьому сегменті досягає свого найбільшого та найменшого значень. Тобто для будь-яких 
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 виконується умова(рис.5.5)
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Рис. 5.5.

Якщо функцію 
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, то вона такими властивостями може і не задовольняти. Наприклад, 
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 ні найменшого а ні найбільшого значення функція не має. Функція 
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, тобто на кінцях сегменту.

Функція 
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Теорема 5. Якщо функція 
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 і на його кінцях приймає значення різних знаків, то між 
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існує хоча б одна точка 
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, в якій функція дорівнює нулю.

Теорема 5. Якщо функція неперервна на сегменті 
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 і її найменьше і найбільше значення відповідно 
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,  тоді на сегменті 
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 знайдеться хоча б одна точка 
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Геометричну інтерпретацію теорем 4 – 6 дивись на рис. 5.5

Запитання для самодіагностики
1. Яка функція називається неперервною в точці 
[image: image863.wmf]0
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?
2. Яка функція називається неперервною на відрізку?
3. Які точки називаються точками розриву?
4. Яка точка називається точкою розриву першого роду?
5. Яка точка називається точкою розриву другого роду?
6. Які властивості неперервної функції на замкнутому проміжку ви знаєте?
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